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Ïðåäèñëîâèå

Ïîñâÿùàåòñÿ ìîèì ðîäèòåëÿì è ñåìüå

Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ ýêîíîìèêè è
òåõíèêè ïðèíÿòèå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé è àíàëèç ðèñêà ÿâ-
ëÿþòñÿ îäíèìè èç âàæíåéøèõ ýòàïîâ ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ è
ðàçðàáîòîê. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî òðóäíî íàéòè òàêîå íàïðàâ-
ëåíèå èññëåäîâàíèé, êîòîðîìó áûëî áû ïîñâÿùåíî ñòîëü áîëü-
øîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé, êàê òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå ðèñêà ðàçëè÷íûì îá-
ðàçîì òðàêòóåòñÿ â ëèòåðàòóðå. Îäíàêî áîëüøèíñòâî îïðå-
äåëåíèé ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ãëàâíîé öåëüþ àíàëèçà ðèñ-
êà ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæêà ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, àíàëèç ðèñêà îáåñïå÷èâàåò áàçó äëÿ ñðàâíåíèÿ
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ñèñòåì, äåéñòâèé, ðåàëèçàöèé â óñëî-
âèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðè ýòîì ðèñê âîçíèêàåò òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü îòíîñèòåëüíî ñîáû-
òèé â áóäóùåì, êîòîðûå îïðåäåëÿþò âûáîð òîãî èëè èíîãî
âàðèàíòà ðåøåíèÿ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ àíàëèç ðèñêà ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îäèí èç àñïåêòîâ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé, ÷òî òàêæå îïðåäåëÿåò âûáîð ìåð, èëè ïîêàçàòåëåé, ðèñêà.
Ìîæíî âûäåëèòü äâå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ìåðû ðèñ-
êà. Ïåðâàÿ ìåðà îñíîâàíà íà îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî íåêîòîðîå ñîáûòèå, ïðåäñòàâëÿþùåå èíòåðåñ è îïðåäåëÿ-
þùåå ñòðàòåãèþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ïðåâûøàåò çàäàííîå çà-
ðàíåå íîðìàòèâíîå èëè ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå. Èñïîëüçîâàíèå
äàííîé ìåðû ðèñêà ïðèâîäèò ê ïîèñêó òàêîãî ðåøåíèÿ, ïðè
êîòîðîì îïðåäåëÿåìàÿ âåðîÿòíîñòü ìàêñèìàëüíà èëè ìèíè-
ìàëüíà â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé. Âòîðàÿ ìåðà èñïîëüçóåò íåêîòîðóþ âåñîâóþ ñóììó ïî-
ñëåäñòâèé ïðèíÿòèÿ îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè íàñòóïëåíèè
òîãî èëè èíîãî ñîáûòèÿ. Ïðè ýòîì â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â
êà÷åñòâå âåñîâ èñïîëüçóþò âåðîÿòíîñòè íàñòóïëåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîáûòèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î âòîðîé ìåðå êàê
îá îæèäàåìûõ ïîñëåäñòâèÿõ ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå äàííîé
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ìåðû ðèñêà ïðèâîäèò ê ïîèñêó òàêîãî ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðîì
îæèäàåìûå ïîñëåäñòâèÿ ìàêñèìàëüíû èëè ìèíèìàëüíû â çà-
âèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì ïðè àíàëèçå ðèñêà è ïðèíÿòèè
ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå èíôîðìàöèè â òîì èëè èíîì âè-
äå îá èíòåðåñóåìûõ îáúåêòàõ è ñîáûòèÿõ. Çäåñü íåîáõîäèìî
ðàçëè÷àòü íåîïðåäåëåííîñòü, êîòîðàÿ îáúåêòèâíî âñåãäà èìå-
åò ìåñòî è âëèÿåò íà ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, è íåïîëíîòó
èíôîðìàöèè. Ìîæíî èìåòü ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñîáûòèÿõ
â áóäóùåì, íî ýòî íå èçìåíÿåò ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè òîãî,
êàêîå ñîáûòèå ïðîèçîéäåò. Ïîëíîòà èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè
â äàííîì ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî òî÷íî èçâå-
ñòåí çàêîí, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì íàñòóïèò òî èëè èíîå ñî-
áûòèå, íàïðèìåð ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé, ÷òî â
ñâîþ î÷åðåäü ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ âåðîÿòíîñòåé. Â òî æå âðåìÿ àáñîëþòíî
ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ � ýòî èäåàëèçàöèÿ. Íà ñàìîì äåëå, àá-
ñîëþòíî ïîëíîé èíôîðìàöèè íå ñóùåñòâóåò. Òåì íå ìåíåå âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñ íåêîòîðîé ñòåïåíüþ ïðèáëèæåíèÿ íåïîëíóþ
èíôîðìàöèþ çàìåíÿþò ïîëíîé èëè ïðåäïîëàãàþò, ÷òî èìååò-
ñÿ ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ. Ýòî îïðàâäàíî âî ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷àõ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ìíîãèõ ýêîíîìè-
÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ íåïîëíîòà è íåîäíîðîä-
íîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè, ÷òî âûçâàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü
îòñóòñòâèåì äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ è íàëè÷è-
åì ñóáúåêòèâíîé èíôîðìàöèè â âèäå ýêñïåðòíûõ îöåíîê, êî-
òîðûå â ðÿäå ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ íåíàäåæíûìè è íåòî÷íûìè.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìåòîäàì îáðàáîòêè òàêîé íåïîëíîé èí-
ôîðìàöèè è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íà åå îñíîâå ïîñâÿùåíî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ÷òî âûçâàíî àêòóàëüíîñòüþ èõ
ðàçðàáîòêè è àíàëèçà ïðèìåíèìîñòè â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ íàïðàâëå-
íî íà ïîèñê ïîäõîäÿùåé çàìåíû íåïîëíîé èíôîðìàöèè. Íàè-
áîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì òàêîé çàìåíû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-
íèå ïîñòóëàòà Ëàïëàñà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè ïîëíîì îòñóò-
ñòâèè êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè, ò.å. ïðè ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè
åå íåïîëíîòû, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòóëàò Ëàïëà-
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ñà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðîòèâîðå÷èâûì ðåçóëüòàòàì è ê ñóùå-
ñòâåííûì îøèáêàì â ïðèíÿòèè ðåøåíèé. Ïðåäëàãàåìûå â ëè-
òåðàòóðå ìåòîäû çàìåíû íåïîëíîé èíôîðìàöèè èìåþò ñâîè
äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Àëüòåðíàòèâîé äàííîìó ïîäõîäó ê
îáðàáîòêå íåïîëíîé èíôîðìàöèè ìîãóò ñëóæèòü ìåòîäû, ðàñ-
ñìàòðèâàþùèå íåïîëíîòó èíôîðìàöèè â öåëîì, êîòîðûì è
ïîñâÿùåíà äàííàÿ êíèãà.

Êíèãà ðàçäåëåíà íà äâå îñíîâíûå ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè
äàííîé êíèãè àíàëèçèðóþòñÿ ñóùåñòâóþùèå è ïðåäëàãàþòñÿ
íîâûå ìîäåëè è ìåòîäû ôîðìàëèçàöèè íåïîëíîòû èñõîäíîé
èíôîðìàöèè, ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè òåîðèþ Äåìïñòåðà�
Øåéôåðà, èëè òåîðèþ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, òåîðèþ âîçìîæ-
íîñòåé, òåîðèþ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ è äðóãèå. Âî âòîðîé
÷àñòè êíèãè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ýòèõ ìîäåëåé è ìå-
òîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ îáùèõ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è àíàëèçà
ðèñêà, à òàêæå ðÿäà ñïåöèàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷, âêëþ-
÷àÿ ñòðàõîâàíèå, ãàðàíòèéíûå îáÿçàòåëüñòâà, ýôôåêòèâíîñòü
èíâåñòèöèé è ò.ä.

Ïåðâóþ ÷àñòü îòêðûâàåò ãëàâà, ïîñâÿùåííàÿ îñíîâíûì
ïîíÿòèÿì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Åå öåëüþ íå ÿâëÿåòñÿ äåòàëü-
íîå èçëîæåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â íåé ãëàâíûì îáðàçîì
ïîñòåïåííî ñòàâèòñÿ ïðîáëåìà íåïîëíîòû èíôîðìàöèè è òåõ
ñëîæíîñòåé, êîòîðûå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ ïðè ïîïûòêå ôîð-
ìàëèçîâàòü íåïîëíîòó èíôîðìàöèè ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â ãëàâå òàêæå êðàòêî ðàññìîòðåíû ïî-
íÿòèÿ ìíîæåñòâ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé êàê íàèáîëåå
ïðîñòîãî è åñòåñòâåííîãî ïåðåõîäà îò òðàäèöèîííûõ ìîäåëåé
îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ê ìîäåëÿì íåïîëíîòû èíôîðìà-
öèè.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà îñíîâíûì ïîíÿòèÿì òåîðèè
Äåìïñòåðà�Øåéôåðà, èëè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ. Ýòà
òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ íåòî÷íîñòè è íåîïðåäåëåííîñòè. Îíà ïîçâîëÿåò ìî-
äåëèðîâàòü ïîëíîå îòñóòñòâèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè, íî ðà-
áîòàåò òîëüêî ñ îïðåäåëåííûì âèäîì èñõîäíîé èíôîðìàöèè.

Òðåòüÿ ãëàâà êðàòêî ðàññìàòðèâàåò ýëåìåíòû òåîðèè âîç-
ìîæíîñòåé. Â ýòîé ãëàâå äàþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èíòåð-
ïðåòàöèè ìåðû âîçìîæíîñòè è ìåðû íåîáõîäèìîñòè.
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Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ è
ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ êàê ãëàâíûé ýëåìåíò òåîðèè àíàëèçè-
ðóþòñÿ â ÷åòâåðòîé ãëàâå. Îñíîâíàÿ öåëü ãëàâû � ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàòü, íàñêîëüêî ìîùíûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðèÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ, íàñêîëüêî ðàçíîîáðàçíû îöåíêè,
ñ êîòîðûìè îíà ìîæåò óñïåøíî ðàáîòàòü.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà áàéåñîâñêîìó ïîäõîäó è åãî îáîá-
ùåíèþ íà îñíîâå òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ. Â ýòîé áîëü-
øîé ãëàâå ðàññìîòðåíû îáîáùåííûå áàéåñîâñêèå ìîäåëè, îò-
êðûâàþùèå öåëîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â ñòàòèñòèêå, â
ðàìêàõ êîòîðîãî ìíîãèå íåäîñòàòêè òðàäèöèîííûõ áàéåñîâ-
ñêèõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû. Â ãëàâå ïðåäëîæåíû
íîâûå ìåòîäû àíàëèçà ðèñêà ïðè ñòðàõîâàíèè è ìåòîäû îï-
òèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ â
óñëîâèÿõ íåäîñòàòêà ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè î ñòðàõî-
âûõ ñëó÷àÿõ è îòêàçàõ îáîðóäîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Îäíèìè èç ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ íåïîëíîòû èñõîäíîé èí-
ôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ íåòî÷íîñòü è íåíàäåæíîñòü îöåíîê ýêñ-
ïåðòîâ. Ïîïûòêà ôîðìàëèçîâàòü äàííûé âèä îöåíîê ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ñäåëàíà â øåñòîé ãëà-
âå.

Ñåäüìàÿ ãëàâà óæå îòíîñèòñÿ êî âòîðîé ÷àñòè êíèãè è ïî-
ñâÿùåíà âîïðîñàì êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
Îíà â áîëüøåé ñòåïåíè ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ÷èòàòåëÿ, êîòîðûé
âïåðâûå çíàêîìèòñÿ ñ òåîðèåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïîýòîìó â
ãëàâå íå ñîäåðæèòñÿ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, à åå ðàçäåëû ìîæíî
íàéòè âî ìíîãèõ êíèãàõ ïî òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Âàæíîå ìåñòî â êíèãå îòâîäèòñÿ îïèñàíèþ ìåòîäîâ ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ ïðåäñòàâëåíèÿ íåïîë-
íîé èíôîðìàöèè. Ýòè ìåòîäû äåòàëüíî ðàññìîòðåíû â âîñü-
ìîé ãëàâå. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíû íîâûå êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé, ñâîéñòâåííûå ñèòóàöèè, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ñîñòî-
ÿíèÿõ ïðèðîäû ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé, è îòëè÷àþùèåñÿ îò êðè-
òåðèåâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ðàçðàáîòà-
íû ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòåéøèì çà-
äà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äåâÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êî-
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ãäà ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, à íåïîëíîòà
èíôîðìàöèè ôîðìàëèçîâàíà èíòåðâàëîì ðàñïðåäåëåíèé âåðî-
ÿòíîñòåé. Ýòî äîñòàòî÷íî âàæíûé êëàññ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé, êîòîðûé â íåêîòîðîì ñìûñëå ãðàíè÷èò ñ çàäà÷àìè âà-
ðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Çàâåðøàþùàÿ äåñÿòàÿ ãëàâà ðàññìàòðèâàåò âîïðîñû àíà-
ëèçà ðèñêà èíâåñòèöèé. Â ÷àñòíîñòè, âû÷èñëÿåòñÿ èíòåðâàëü-
íàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñòàÿ ñîâðåìåííàÿ öåííîñòü èí-
âåñòèöèé ïðåâûñèò íåêîòîðîå çàäàííîå çíà÷åíèå ïðè óñëîâèè
íåïîëíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ äàííîãî ïîêàçàòåëÿ èí-
âåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè ïðîåêòîâ.

Èçëîæåíèå òåîðèè â êíèãå ñîïðîâîæäàåòñÿ áîëüøèì êî-
ëè÷åñòâîì ïîäðîáíî ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò
÷èòàòåëþ ëó÷øå ïîíÿòü ïðåäëàãàåìûå ïîäõîäû è îöåíèòü ñòå-
ïåíü èõ ðåàëèçóåìîñòè ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Êíèãà íå ñòàâèò ñâîåé öåëüþ äåòàëüíîå è âñåñòîðîííåå ðàñ-
ñìîòðåíèå è îáñóæäåíèå âîïðîñîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è àíà-
ëèçà ðèñêà. Áîëåå òîãî, ÷èòàòåëü ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî ìíîãèå
çàäà÷è â êíèãå âûñòóïàþò â áîëüøåé ñòåïåíè êàê ïðèëîæå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïèñàíèÿ è ôîðìàëèçàöèè íåïîëíîé
èíôîðìàöèè.

Íåñìîòðÿ íà ñëîæíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìíî-
ãèõ ïîäõîäîâ â êíèãå, àâòîð íå ñòàâèë öåëè äàòü ñòðîãîå èõ
ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå, ÷òîáû ñêîíöåíòðèðîâàòü âíèìàíèå
÷èòàòåëÿ â áîëüøåé ñòåïåíè íà ñàìèõ ïîäõîäàõ ê îïèñàíèþ
íåïîëíîòû èíôîðìàöèè è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ øèðîêîãî êðóãà ÷èòàòåëåé.
Ïðåæäå âñåãî ýòî ñïåöèàëèñòû â îáëàñòè ýêîíîìèêî�
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Êíèãà òàêæå ìîæåò áûòü èíòåðåñ-
íà äëÿ àíàëèòèêîâ è ýêñïåðòîâ ïðè ðåøåíèè ýêîíîìè÷åñêèõ è
ôèíàíñîâûõ çàäà÷. Ñòóäåíòû è àñïèðàíòû ñìîãóò íàéòè ñè-
ñòåìàòèçèðîâàííûé ìàòåðèàë ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé, à òàêæå ïî ìåòîäàì ôîðìàëèçàöèè ýêñïåðòíûõ
îöåíîê è ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî áîëü-
øèíñòâî ïðèëîæåíèé è ïðèìåðîâ â êíèãå íîñÿò ýêîíîìè÷å-
ñêèé õàðàêòåð, êíèãà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ
â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ñåìüå çà òåðïåíèå è ïî-
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íèìàíèå ñëîæíîñòè ïðîöåññà íàïèñàíèÿ êíèãè, à òàêæå ðîäè-
òåëÿì çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è ðåäàêòèðîâàíèå. Àâòîð âûðà-
æàåò îñîáóþ ïðèçíàòåëüíîñòü Ñ.Â. Ãóðîâó çà åãî ïîñòîÿííóþ
ïîìîùü è ïîääåðæêó, ðåöåíçåíòàì È.Ã. ×åðíîðóöêîìó è Ñ.Ï.
Ñîêîëîâîé, ðåêîìåíäîâàâøèõ êíèãó ê èçäàíèþ. Àâòîð òàê-
æå âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ò. Àóãóñòèí, À. Âàëü-
íåð, Ê. Âàéõçåëüáåðãåð, Ñ. Äåñòåðêå, Ä. Äþáóà, È. Êîçèíó,
Ô. Êîîëåí, Õ. äå Êóìåí, Ä.Ð. Òðîñòèíñêîìó, Ì. Òðîôôàåñ,
Ï. Óîëëè, Ñ.Ï. Õàáàðîâó è È.Á. Øóáèíñêîìó çà ìíîãî÷èñëåí-
íûå ïîëåçíûå äèñêóññèè è ñîâåòû, çà ïëîäîòâîðíîå îáñóæäå-
íèå ìíîãèõ èäåé è âîïðîñîâ, êîòîðûå íàøëè ñâîå îòðàæåíèå
â äàííîé êíèãå.



×àñòü I

Ìåòîäû îïèñàíèÿ

íåîïðåäåëåííîñòè è

íåïîëíîòû èíôîðìàöèè





Ãëàâà 1

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

Èñòèííàÿ ëîãèêà íàøåãî ìèðà �
ýòî ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòåé.

Äæåéìñ Êëåðê Ìàêñâåëë

1.1. Âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà

Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Ω = {ω1, ..., ωn} âîç-
ìîæíûõ èñõîäîâ, êîòîðîå òàêæå íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Êàæäîìó èñõîäó ìîæíî ïðèïèñàòü
íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-

íîñòüþ èñõîäà, îïèñûâàþùåé ñòåïåíü óâåðåííîñòè â òîì, ÷òî
äàííûé èñõîä ïðîèçîéäåò â íåêîòîðîì ýêñïåðèìåíòå. Íàïðè-
ìåð, áðîñàÿ èãðàëüíóþ êîñòü ñ 6 ãðàíÿìè, ìû èìååì 6 âîçìîæ-
íûõ èñõîäîâ áðîñàíèÿ (èíîãäà íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûìè

èñõîäàìè èëè ñîáûòèÿìè), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëàìè
íà ãðàíÿõ êîñòè. Ìîæíî ïðèïèñàòü ÷èñëî 1/6 êàæäîìó èñ-
õîäó, åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû. Ïðè
ýòîì âûáîð ÷èñëà 1/6 ñäåëàí, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ñóììà
âñåõ âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ðàâíà 1. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè èñõîä �1� ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå âåðîÿòíûì,
÷åì äðóãèå èñõîäû, òî ìîæíî ïðèïèñàòü âåðîÿòíîñòü 1/2 èñ-
õîäó �1�, à âåðîÿòíîñòè âñåõ îñòàëüíûõ èñõîäîâ 1/10.

Çíàÿ âåðîÿòíîñòè 1/6 êàæäîãî èñõîäà, âîçíèêàåò çàäà÷à
îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðè áðîñàíèè êîñòè âû-
ïàäåò �1� èëè �2�. Â äàííîì ñëó÷àå ìû óæå ãîâîðèì î âåðî-
ÿòíîñòè ìíîæåñòâà èñõîäîâ {ω1, ω2}. Ëîãè÷íî ïðèíÿòü âåðî-
ÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíîé 1/3, ò.å. âåðîÿòíîñòü â äàííîì
ñëó÷àå ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé èñõîäîâ ω1 è ω2. Àíàëîãè÷íî
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ðàññóæäàÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü âñåãî ìíîæåñòâà
âîçìîæíûõ èñõîäîâ {ω1, ..., ω6} (ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé) ðàâ-
íà 1. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çíà÷åíèå 1 ïðèíÿòî äëÿ îáîçíà÷å-
íèÿ ïîëíîé îïðåäåëåííîñòè. Òàê êàê ìû îïðåäåëåííî çíàåì,
÷òî îäèí èç èñõîäîâ îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò, òî âåðîÿòíîñòü
âñåãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ èñõîäîâ {ω1, ..., ω6} ðàâíà 1.

Àëãåáðà F ïîäìíîæåñòâ Ω � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ Ω, êîòîðîå ñîäåðæèò Ω è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèé îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè Ω � ìíî-
æåñòâî òîâàðîâ, ïðîäàâàåìûõ íåêîòîðîé ôèðìîé, ñîñòîÿùåå
èç äâóõ ýëåìåíòîâ {ñòàëü, ÷óãóí}, òî àëãåáðîé â äàííîì ñëó-
÷àå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ: {∅}, {ñòàëü}, {÷óãóí},
{ñòàëü, ÷óãóí}.

Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî F ïîäìíîæåñòâ Ω ÿâëÿåòñÿ àë-
ãåáðîé, åñëè äëÿ ëþáûõ U è V èç F ïîäìíîæåñòâà U ∪ V
è U c òàêæå ïðèíàäëåæàò F . Çäåñü U c � äîïîëíåíèå U , ò.å.
U c = Ω\U . Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû ñëåäóåò,
÷òî îíà çàìêíóòà òàêæå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ.
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ÿâëÿåòñÿ àëãåáðà
ìíîæåñòâ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî Ω áåñêîíå÷íî, îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðà
èëè áîðåëåâñêîå ïîëå ñîáûòèé, êîòîðàÿ çàìêíóòà îòíîñèòåëü-
íî ñ÷åòíîãî ÷èñëà îáúåäèíåíèé. Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé âåðî-
ÿòíîñòíûõ ìåð ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë [0,1].

Îïðåäåëåíèå 1.1. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî

òðîéêà (Ω,F , p), ãäå F � àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-

ñòâà Ω è ôóíêöèÿ p : F → [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

äâóì ñâîéñòâàì:

Ñ1. p(Ω) = 1.
Ñ2. p(U∪V ) = p(U)+p(V ), åñëè U è V � íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ýëåìåíòû àëãåáðû F .

Ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå F , íàçûâàþòñÿ èçìåðèìûìè
ìíîæåñòâàìè, ôóíêöèÿ p íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé
íà Ω (èëè íà F). Ω ÷àñòî òàêæå íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ïðî-

ñòðàíñòâîì, à ýëåìåíòû F � ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè. Çàìå-
òèì, ÷òî àðãóìåíòàìè ôóíêöèè p ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà Ω,
à íå ýëåìåíòû Ω.
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Èç ñâîéñòâ Ñ1 è Ñ2 ñëåäóåò, ÷òî p(∅) = 0. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê ∅ è Ω íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî

1 = p(Ω) = p(Ω ∪∅) = p(Ω) + p(∅) = 1 + p(∅)

è p(∅) = 0.
Õîòÿ ñâîéñòâî Ñ2 ïðèìåíåíî òîëüêî ê ïàðàì ìíîæåñòâ, åãî

äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðàñøèðèòü íà îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷-
íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ. Åñëè U1, ..., Uk �
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëåìåíòû F , òî

p(U1 ∪ ... ∪ Uk) = p(U1) + ...+ p(Uk).

Ýòî ñâîéñòâî èçâåñòíî êàê êîíå÷íàÿ àääèòèâíîñòü. Çàìåòèì,
÷òî åñëè ìíîæåñòâî Ω êîíå÷íî è F ñîñòîèò èç âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ Ω, òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êàê
ôóíêöèÿ p : Ω → [0, 1], òàêàÿ ÷òî

∑
ω∈Ω p(ω) = 1. Äðóãèìè

ñëîâàìè, ìîæíî ïðèíÿòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç ýëåìåíòîâ Ω, è â ñëó÷àå íåîáõî-
äèìîñòè ðàñøèðèòü p íà ëþáûå ïîäìíîæåñòâà Ω, èñïîëüçóÿ
óñëîâèå p(U) =

∑
ω∈U p(ω).

Åñëè Ω áåñêîíå÷íî è F � σ-àëãåáðà, òî îáû÷íî òðåáóåòñÿ,
÷òîáû p ÿâëÿëàñü σ-àääèòèâíîé èëè ñ÷åòíî-àääèòèâíîé òàê,
÷òî åñëè U1, U2, ... � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ýëåìåíòû F ,
òî1

p(∪iUi) = p(U1) + p(U2) + ... .

Òàê êàê â îñíîâíîì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñèòóàöèè, êî-
ãäà ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ êîíå÷íî, òî ñïåöèàëüíî
íå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ â äàëüíåéøåì, ÿâëÿþòñÿ ëè âåðîÿò-
íîñòè ñ÷åòíî-àääèòèâíûìè èëè êîíå÷íî-àääèòèâíûìè. Êðî-
ìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îñíîâíîé öåëüþ ýòîé ãëàâû
íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåå îïèñàíèå âñåõ ýëåìåíòîâ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé. Ïîýòîìó ðàññìîòðåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî
òåìè áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè è îïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå ïðèãî-
äÿòñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ñðàâíåíèè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ äëÿ
îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè.

1Ïðèìåðíî â òàêîì âèäå àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé áûëà ñôîð-
ìóëèðîâàíà À.Í. Êîëìîãîðîâûì [159].
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1.2. Îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòè

Èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè,
ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îáúÿñíèòü, îòêóäà ïîëó÷åíû ýòè âå-
ðîÿòíîñòè è ïî÷åìó àääèòèâíîñòü ñâîéñòâåííà äëÿ äàííîãî
òèïà íåîïðåäåëåííîñòè. Áåç ýòîãî îáúÿñíåíèÿ äàëåêî íå î÷å-
âèäíî, êàê îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè ïðè àíàëèçå êîíêðåòíîãî
îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ è êàê èíòåðïðåòèðîâàòü ðåçóëüòàòû àíà-
ëèçà, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè âåðîÿòíîñòåé.

Ïðè îòñóòñòâèè èñõîäíîé èíôîðìàöèè îá îáúåêòå èëè ÿâ-
ëåíèè ïðè åãî àíàëèçå èñïîëüçóþò ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðî-
ïèè, èëè ïîñòóëàò Ëàïëàñà2. Ïðè ýòîì äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû, õàðàêòåðèçóþùåé îáúåêò èëè ÿâëåíèå, îïðåäåëÿþòñÿ �îñ-
íîâíûå� èñõîäû èëè çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ìîæåò ïðèíèìàòü. Äàëåå íàçíà÷àþòñÿ îäèíàêîâûå âåðîÿò-
íîñòè âñåì èñõîäàì. Åñëè èìååòñÿ n îñíîâíûõ èñõîäîâ, òî â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïîñòóëàòîì Ëàïëàñà, èëè ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà
ýíòðîïèè, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 1/n. Ýòî ÿâëÿåò-
ñÿ îáîñíîâàíèåì äëÿ ïðèïèñûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè 1/6 êàæäîìó
èç 6 èñõîäîâ èãðàëüíîé êîñòè (êóáèêà).

Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå îäèíàêîâûõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ êàæ-
äîãî èñõîäà çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èâûì è íåîäíî-
çíà÷íûì ðåçóëüòàòàì, ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî íå âñåãäà î÷å-
âèäíî, êàê îïðåäåëèòü îñíîâíûå èñõîäû. Ðàçëè÷íûé âûáîð
îñíîâíûõ èñõîäîâ ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì âåðîÿòíîñòÿì. Íà-
ïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî ÷òî íåêîòîðàÿ ñåìåéíàÿ ïàðà èìååò
äâóõ ìàëü÷èêîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ýí-
òðîïèè, ðàâíà 1/3, òàê êàê èìåþòñÿ òðè îñíîâíûõ èñõîäà: 1 �
äâà ìàëü÷èêà, 2 � äâå äåâî÷êè, 3 � ìàëü÷èê è äåâî÷êà. Åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíû, òî âåðîÿòíîñòü äâóõ
ìàëü÷èêîâ ðàâíà 1/3. Â òî æå âðåìÿ ìû ìîæåì îïèñàòü âîç-
ìîæíûå èñõîäû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 � äâà ìàëü÷èêà, 2 � äâå
äåâî÷êè, 3 � ïåðâûé ìàëü÷èê è âòîðàÿ äåâî÷êà, 4 � ïåðâàÿ
äåâî÷êà è âòîðîé ìàëü÷èê. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü äâóõ
ìàëü÷èêîâ ðàâíà 1/4. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå äîñòàòî÷íî
ïðîñòî âûáðàòü íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûé âàðèàíò îïðåäå-

2Ïîñòóëàò Ëàïëàñà òàêæå íàçûâàåòñÿ ïîñòóëàòîì Áàéåñà�Ëàïëàñà.
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ëåíèÿ îñíîâíûõ èñõîäîâ â êîíêðåòíîé ñèòóàöèè3. Îäíàêî âî
ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà îñíîâ-
íûõ èñõîäîâ è äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âûáîð ýòîãî ìíîæå-
ñòâî íàèáîëåå ïðàâèëüíûé, ìîæåò áûòü ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæ-
íîé.

Äàæå â ñëó÷àÿõ, êîãäà êàæåòñÿ, ÷òî âûáîð îñíîâíûõ èñ-
õîäîâ î÷åâèäåí, äàëåêî íå î÷åâèäíî, ÷òî èõ âåðîÿòíîñòè îäè-
íàêîâû. Íàïðèìåð, êàê áûòü ñî �ñìåùåííîé� ìîíåòîé? Ìîæ-
íî ïðèíÿòü îñíîâíûå èñõîäû �îðåë� è �ðåøêà�, êàê â ñëó÷àå
ñ èäåàëüíîé ìîíåòîé. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî íàçíà÷åíèå âåðî-
ÿòíîñòåé 1/2 èñõîäàì �ñìåùåííîé� ìîíåòû íåêîððåêòíî. Êàê
ïîíèìàòü �îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü� èñõîäîâ â ýòîì ñëó÷àå?

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äâå îñíîâíûå èíòåðïðåòà-
öèè âåðîÿòíîñòè: 1 � ÷àñòîòíàÿ (âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ÷èñëî, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé îòíîñèòåëü-
íóþ ÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ äàííîãî ñîáûòèÿ); 2 � ñóáúåêòèâíàÿ

(âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ÷èñëî, îòðàæàþ-
ùåå ñóáúåêòèâíîå ìíåíèå èëè ñòåïåíü äîâåðèÿ ê ñîáûòèþ).

×àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî îáúÿñíÿåòñÿ.
Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû
âûïàäåò îðåë, ðàâíà 1/2, òàê êàê îæèäàåòñÿ, ÷òî åñëè ìîíåòó
ïîäáðàñûâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàç, òî ïðèìåðíî â
ïîëîâèíå ñëó÷àåâ âûïàäåò îðåë. Åñëè ìû ãîâîðèì, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü îðëà äëÿ �ñìåùåííîé� ìîíåòû ðàâíà 0.6, òî îæèäàåòñÿ
ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïîäáðàñûâàíèé ïîëó÷èòü âûïàäåíèå
îðëà ïðèìåðíî â 60% ïîäáðàñûâàíèé. ×àñòîòíàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè âåðîÿòíî-
ñòåé, ÷òî äåëàåò åå ïðèìåíåíèå ïðèâëåêàòåëüíûì è çà÷àñòóþ
îáîñíîâàííûì. Âîîáùå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî áîëüøîå ÷èñëî
ñïåöèàëèñòîâ â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ èñïîëüçóþò â îñíîâíîì
÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ âåðîÿòíîñòè.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ÷àñòîòíîé èíòåðïðåòàöèè, ñóùå-
ñòâóåò ðÿä ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ åå èñïîëüçîâàíèåì â ðå-
àëüíûõ çàäà÷àõ. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ ìîíåòó, áûëî îò-

3Â äàëüíåéøåì ïðè àíàëèçå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà áóäóò ïîêàçàíû
äðóãèå íåäîñòàòêè è ïðîòèâîðå÷èÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îäèíàêîâûõ âå-
ðîÿòíîñòåé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòóëàòîì Ëàïëàñà, èëè ïðèíöèïîì ìàê-
ñèìóìà ýíòðîïèè.
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ìå÷åíî, ÷òî îíà äîëæíà ïîäáðàñûâàòüñÿ �äîñòàòî÷íî áîëüøîå
÷èñëî ðàç�. Îäíàêî âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, ÷òî ïîíè-
ìàòü ïîä ñëîâàìè �äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàç�. Ýòî 100
ðàç, 1000 ðàç, 10000 ðàç? Îäíîâðåìåííî íå ñîâñåì ïîíÿòíî ñ
òî÷êè çðåíèÿ òî÷íûõ ðàñ÷åòîâ, ÷òî îçíà÷àåò âûðàæåíèå �ïðè-
ìåðíî ïîëîâèíà ïîäáðàñûâàíèé�. Çàìåòèì, ÷òî íåëüçÿ ñêàçàòü
�ðîâíî ïîëîâèíà ïîäáðàñûâàíèé�. Åñëè ïîäáðàñûâàòü ìîíåòó
íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç, òî �ðîâíî ïîëîâèíà ïîäáðàñûâàíèé� íå
ìîæåò áûòü íèêîãäà ðåàëèçîâàíà. Äàæå åñëè ïîäáðàñûâàòü
ìîíåòó ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ìàëîâåðîÿòíî, ÷òî âûïàäåò �îðåë�
ðîâíî ïîëîâèíó ðàç.

Ïðîáëåìà óñëîæíÿåòñÿ, åñëè ìû õîòèì îïðåäåëèòü, íàïðè-
ìåð, âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ: �Àòîìíàÿ ñòàíöèÿ áó-
äåò áåçîïàñíî ôóíêöèîíèðîâàòü ñëåäóþùèå 10 ëåò�. Òàêóþ âå-
ðîÿòíîñòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî ïðåäñòàâèòü â òåðìèíàõ ÷àñòîò-
íîé èíòåðïðåòàöèè. Åñëè áåç òðóäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîâòî-
ðÿþùèåñÿ ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû, òî ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðå-
íèå ñîáûòèÿ áåçîïàñíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àòîìíîé ñòàíöèè
êàæäûå ïÿòü ëåò ïðîñòî íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü è ðåàëèçî-
âàòü. Ïîýòîìó ÷àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âåðîÿòíîñòè äàëåêî
íå âñåãäà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ.

×àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàññìàòðèâàåò âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ êàê îáúåêòèâíîå ñâîéñòâî íåêîòîðîé ñèòóàöèè, õàðàê-
òåðèçóþùåå ýòî ñîáûòèå. Äðóãîé, ïðîòèâîïîëîæíîé òî÷êîé
çðåíèÿ íà âåðîÿòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóáúåêòèâíàÿ èíòåðïðåòà-
öèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé âåðîÿòíîñòü � ýòî ïðîñòî ÷èñëî, ïðèïè-
ñàííîå ñîáûòèþ íåêîòîðûì ñóáúåêòîì (ýêñïåðòîì) â êà÷åñòâå
åãî èíäèâèäóàëüíîãî ñóáúåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñòåïå-
íè ïðàâäîïîäîáèÿ ñîáûòèÿ èëè î ñòåïåíè óâåðåííîñòè â òîì,
÷òî ñîáûòèå ïðîèçîéäåò. Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò âîïðîñ, ïî-
÷åìó ýòè ÷èñëà äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ çàêîíàì âåðîÿòíîñòåé.
Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïîïûòîê îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ. Îäíèì
èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ àðãóìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ îòâåòèòü íà
íåãî, ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñóáúåêòèâíûõ âåðîÿòíîñòåé â
òåðìèíàõ ïàðè (èãðû), ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäëîæåííàÿ Ðàìñååì
[70]. Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ Ω è ïîä-
ìíîæåñòâî U ⊆ Ω. Ðàññìîòðèì ñóáúåêòà (ýêñïåðòà), êîòîðûé
ìîæåò îöåíèòü ïàðè ñëåäóþùèì îáðàçîì: �Åñëè U ïðîèçîøëî,
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ò.å. åñëè äåéñòâèòåëüíûé èñõîä ïðèíàäëåæèò U , òî ÿ âûèãðû-
âàþ 100 · (1− α)$, â òî âðåìÿ êàê, åñëè U íå ïðîèçîøëî, òî ÿ
òåðÿþ 100 · α$ �. Çäåñü 0 ≤ α ≤ 1. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëîæèì,
÷òî, êîãäà ïðåäëàãàåòñÿ äâà òàêèõ ïàðè, ñóáúåêò ìîæåò âñåãäà
ðåøèòü, êàêîé èç íèõ îí ïðåäïî÷èòàåò, ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ñóáúåêò èìååò ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííûå ïî ïðåäïî÷òå-
íèþ ïàðè. Îáîçíà÷èì îäíî èç ïàðè (U,α). Çàìåòèì, ÷òî (U, 0)
îçíà÷àåò, ÷òî ñóáúåêò íè÷åãî íå òåðÿåò âîîáùå. Â ýòîì ñëó÷àå
îí âûèãðûâàåò 100$, åñëè U ïðîèçîøëî, è òåðÿåò 0$, åñëè U
íå ïðîèçîøëî. Ïàðè ñòàíîâèòñÿ âñå ìåíåå ïðèâëåêàòåëüíûì ñ
ðîñòîì çíà÷åíèÿ α, òàê êàê ñóáúåêò âûèãðûâàåò âñå ìåíüøå,
åñëè U ïðîèçîøëî, è òåðÿåò âñå áîëüøå, åñëè U íå ïðîèçîøëî.
Íàèõóäøèé ñëó÷àé, êîãäà α = 1, òàê êàê (U, 1) îçíà÷àåò, ÷òî
ñóáúåêò íè÷åãî íå âûèãðàåò âîîáùå, åñëè U ïðîèçîøëî, è òå-
ðÿåò 100$, åñëè U íå ïðîèçîøëî. Çàìåòèì, ÷òî ïàðè (U c, 1−α)
èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå ñâîéñòâà, ãäå U c � äîïîëíåíèå U .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóáúåêò äîëæåí âûáðàòü ìåæäó
(U,α) è (U c, 1 − α). Î÷åâèäíî, ÷òî åãî ïðåäïî÷òåíèå çàâèñèò
ïîëíîñòüþ îò α. Áóäåì ñ÷èòàòü ñóáúåêòà ðàöèîíàëüíûì, åñëè
åãî ïîâåäåíèå (ðåøåíèå) óäîâëåòâîðÿåò äâóì ñâîéñòâàì:

Ð1. Åñëè ïàðè (U,α) ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå áîëüøåãî êî-
ëè÷åñòâà äåíåã, ÷åì ïàðè (U, β), òî ñóáúåêò ïðåäïî÷èòàåò ïàðè
(U,α) ïî îòíîøåíèþ ê (U, β).

Ð2. Ïðåäïî÷òåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíûìè, ò.å. åñëè
(U,α) ïðåäïî÷òèòåëüíåå (V, β) è (V, β) ïðåäïî÷òèòåëüíåå
(V ∗, γ), òî (U,α) ïðåäïî÷òèòåëüíåå (V ∗, γ).

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñóáúåêò ðàöèîíàëüíûé4,
òî îí ïðåäïî÷òåò (U,α) ïî îòíîøåíèþ ê (U c, 1−α) ïðè α = 0
è (U c, 1−α) ïî îòíîøåíèþ ê (U,α) ïðè α = 1. Èñïîëüçóÿ ñâîé-
ñòâî òðàíçèòèâíîñòè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè ðàöèîíàëü-
íûé ñóáúåêò ïðåäïî÷èòàåò (U,α) ïî îòíîøåíèþ ê (U c, 1− α),
òî îí òàêæå ïðåäïî÷èòàåò (U,α∗) ïî îòíîøåíèþ ê (U c, 1−α∗)
äëÿ âñåõ α∗ ≤ α. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóáúåêò ïðåäïî÷èòàåò
(U c, 1 − β) ïî îòíîøåíèþ ê (U, β), òî îí òàêæå ïðåäïî÷è-

4Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä äëÿ îöåíêè îòíîøå-
íèÿ ê ðèñêó ëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèå, è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé (ñì. ðàçäåë 7.5).
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òàåò (U c, 1 − β∗) ïî îòíîøåíèþ ê (U, β∗) äëÿ âñåõ β∗ ≥ β.
Ïóñòü αU = {β : ñóáúåêò ïðåäïî÷èòàåò (U, β) ïî îòíîøåíèþ
ê (U c, 1 − β)}. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ñóáúåêò, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé ñâîéñòâàì Ð1 è Ð2, ïðåäïî÷èòàåò (U,α) ïî îòíîøåíèþ
ê (U c, 1 − α) äëÿ âñåõ α < αU è ïðåäïî÷èòàåò (U c, 1 − α) ïî
îòíîøåíèþ ê (U,α) äëÿ âñåõ α > αU .

Çíà÷åíèå αU ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìåðîé äîâåðèÿ (ñóáúåê-
òà) ê U . ×åì âåðîÿòíåå U ïî ìíåíèþ ñóáúåêòà, òåì áîëüøå αU .
Åñëè ñóáúåêò ïîëàãàåò, ÷òî U îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò (ò.å. îí
ïîëàãàåò, ÷òî èñõîä, êîòîðûé ïðîèçîéäåò, áóäåò îáÿçàòåëüíî
ïðèíàäëåæàòü ïîäìíîæåñòâó U), òî αU äîëæíî áûòü ðàâíî 1.
Äëÿ ëþáîãî α > 0 ñóáúåêò äîëæåí ïðåäïî÷åñòü ïàðè (U,α)
ïî îòíîøåíèþ ê (U c, 1 − α), òàê êàê îí ÷óâñòâóåò, ÷òî, èã-
ðàÿ ñ (U,α), îí ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàåò 100 · α$, â òî âðåìÿ
êàê, èãðàÿ ñ (U c, 1−α), îí ãàðàíòèðîâàííî ïîòåðÿåò òàêîå æå
êîëè÷åñòâî äåíåã.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ñóáúåêò àáñîëþòíî óâåðåí, ÷òî U ãàðàí-
òèðîâàííî íå ïðîèçîéäåò, òî αU äîëæíî áûòü ðàâíî 0. Áî-
ëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè U1 è U2 � íåïåðåñåêàþ-
ùèåñÿ ìíîæåñòâà, òî ðàöèîíàëüíûé ñóáúåêò äîëæåí ïðèíÿòü
αU1∪U2 = αU1 +αU2 . Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå αU1∪U2 6= αU1 + αU2 , òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
ïàðè, êîòîðûå ñóáúåêò ìîã áû ïðèíÿòü (îñíîâûâàÿñü íà åãî
îáùåïðèíÿòûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ), íî ýòè ïàðè ïðèâåäóò ê ãà-
ðàíòèðîâàííîé ïîòåðå äåíåã. Òàêîå ìíîæåñòâî ïàðè â ëèòåðà-
òóðå, ïîñâÿùåííîé ñóáúåêòèâíûì âåðîÿòíîñòÿì, íàçûâàåòñÿ
Ãîëëàíäñêîé êíèãîé5.

Âñå ñêàçàííîå âûøå ìîæíî ñóììèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùå-
ãî óòâåðæäåíèÿ: Åñëè ñóáúåêò óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì Ð1

è Ð2, òî äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà U ìíîæåñòâà Ω ñóùå-

ñòâóåò òàêîå ÷èñëî αU , ÷òî ñóáúåêò ïðåäïî÷èòàåò (U,α)
ïî îòíîøåíèþ ê (U c, 1−α) äëÿ âñåõ α < αU è ïðåäïî÷èòàåò

(U c, 1−α) ïî îòíîøåíèþ ê (U,α) äëÿ âñåõ α > αU . Ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì p(U) = αU , ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò-

íîé ìåðîé.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ñëóæèò óáåäèòåëüíûì àðãóìåíòîì

5Dutch book (àíãë.). Ýòî íå êíèãà â ëèòåðàòóðíîì ñìûñëå, à áóêìå-
êåðñêàÿ êíèãà ó÷åòà ñòàâîê.
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òîãî, ÷òî åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ ñóáúåêòà ìîãóò áûòü âûðàæå-
íû ÷èñëåííî, îíè äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ âñåì ïðàâèëàì âå-
ðîÿòíîñòåé. Îäíàêî áåñïîêîéñòâî ìîæåò âûçûâàòü òîò ôàêò,
÷òî ñóáúåêòèâíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âåðîÿòíîñòè íå íàêëàäûâàåò
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ñóáúåêòèâíóþ óâåðåííîñòü ñóáúåê-
òà, êðîìå òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ àêñèîìàì âåðîÿòíîñòè.
Â ñëó÷àå ïîäáðàñûâàíèÿ èäåàëüíîé èãðàëüíîé êîñòè, íàïðè-
ìåð, ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíûõ âåðîÿòíîñòÿõ êàæäîãî èñõîäà
êàæåòñÿ �ïðàâèëüíûì�. Íåîáäóìàííûì ÿâëÿåòñÿ äëÿ êîãî-òî,
êòî ïîääåðæèâàåò ñóáúåêòèâíóþ òî÷êó çðåíèÿ, ïðèïèñàòü âå-
ðîÿòíîñòü 0.7 èñõîäó �1� è âåðîÿòíîñòü 0.06 êàæäîìó èç îñòàâ-
øèõñÿ ïÿòè âîçìîæíûõ èñõîäîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçíèêà-
åò âîïðîñ, ñëåäóåò ëè ó÷èòûâàòü ïðè îïðåäåëåíèè ñóáúåêòèâ-
íûõ âåðîÿòíîñòåé ñèòóàöèè, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïðèìåíèòü
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ýíòðîïèè èëè êîãäà ìû èìååì èñ÷åðïû-
âàþùóþ ÷àñòîòíóþ èíôîðìàöèþ? Íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî äàòü
äâà ñòàíäàðòíûõ îòâåòà:

1) äåéñòâèòåëüíî, ÷àñòîòíàÿ èíôîðìàöèÿ è ïðèíöèï ìàê-
ñèìóìà ýíòðîïèè äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ è èñïîëüçîâàòü-
ñÿ, êîãäà ýòî âîçìîæíî;

2) äàæå åñëè îíè íå ó÷èòûâàþòñÿ, âûáîð èñõîäíûõ ñóáúåê-
òèâíûõ âåðîÿòíîñòåé áóäåò â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñõîäèòüñÿ
ê òåì æå âåðîÿòíîñòÿì ïî ìåðå íàêîïëåíèÿ èíôîðìàöèè
è çíà÷åíèå, ê êîòîðîìó îíè ñõîäÿòñÿ, áóäåò â íåêîòîðîì
ñìûñëå �ïðàâèëüíûì�.

Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé îáçîð ñóáúåêòèâíûõ âåðîÿòíîñòåé
ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1, 64, 72].

1.3. Íåçàâèñèìîñòü

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäáðàñûâàþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ìîíå-
òû. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èñõîäû ïîäáðàñûâàíèé ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè, ò.å. åñëè ïðè áðîñàíèè ïåðâîé ìîíåòû âûïàäåò
îðåë, ýòî ñîáûòèå íå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà èñõîä áðîñàíèÿ
âòîðîé ìîíåòû. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î íåçàâèñèìîñòè, åñëè

25



ïîäáðàñûâàòü îäíó è òó æå ìîíåòó äâàæäû? ßâëÿåòñÿ ëè âòî-
ðîå ïîäáðàñûâàíèå íåçàâèñèìûì ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó?
Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå èñõîäû íåçàâèñèìû.

Åñëè ñîáûòèÿ U è V ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òî ïîëó÷å-
íèå íîâûõ ñâåäåíèé î ñîáûòèè U íå äàåò íèêàêîé èíôîðìàöèè
î ñîáûòèè V è ïîëó÷åíèå íîâûõ ñâåäåíèé î V íå äàåò íèêàêîé
èíôîðìàöèè î ñîáûòèè U . Äðóãèìè ñëîâàìè, U è V ÿâëÿþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåðîé âåðîÿòíîñòåé p, åñëè
p(U |V ) = p(U) è p(V |U) = p(V ). Îäíàêî ÷òî ñëó÷èòñÿ, åñëè
p(V ) = 0? Â ýòîì ñëó÷àå p(U |V ) ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.
Àíàëîãè÷íî, åñëè p(U) = 0, òî p(V |U) ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåí-
íîé. Òåì íå ìåíåå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî U è V â ýòîì
ñëó÷àå òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Ñîáûòèÿ U è V ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîîòâåòñòâèè
ñ ìåðîé âåðîÿòíîñòè p, åñëè èç óñëîâèÿ p(V ) 6= 0 ñëåäóåò,
÷òî p(U |V ) = p(U), è èç óñëîâèÿ p(U) 6= 0 ñëåäóåò òàêæå,
÷òî p(V |U) = p(V ). Ýòî îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíî èçâåñòíîìó
îïðåäåëåíèþ íåçàâèñèìîñòè, êîãäà p(U ∩ V ) = p(U)p(V ).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ
åñòü ìîíåòà, î êîòîðîé èçâåñòíî, ÷òî îíà ëèáî íîðìàëüíàÿ,
ëèáî ñ äâóìÿ îðëàìè. Îáå ýòè âîçìîæíîñòè ðàâíîâåðîÿòíû
ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1/2. Çàòåì ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ äâà ðàçà.
ßâëÿåòñÿ ëè ñîáûòèå âûïàäåíèÿ îðëà â ïåðâîì áðîñàíèè íåçà-
âèñèìûì ïî îòíîøåíèþ ê ñîáûòèþ âûïàäåíèÿ îðëà âî âòîðîì
áðîñàíèè? Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîáûòèÿ äåéñòâèòåëüíî
íåçàâèñèìû. Îäíàêî åñëè ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàë
îðåë, òî áîëåå âåðîÿòíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìîíåòà èìååò
äâóõ îðëîâ, à çíà÷èò âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà ïðè âòîðîì
ïîäáðàñûâàíèè âûøå. È íàîáîðîò, ïîëó÷èâ ðåøêó ïðè ïåðâîì
ïîäáðàñûâàíèè, ìû ïîëíîñòüþ óâåðåíû, ÷òî ìîíåòà ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé è ïðè âòîðîì ïîäáðàñûâàíèè âåðîÿòíîñòü îðëà
ðàâíà 1/2.

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ îäèí èñõîä ïîäáðàñûâàíèé, åñëè
ìîíåòà ñ äâóìÿ îðëàìè. Ýòîò èñõîä èìååò âåðîÿòíîñòü 1/2,
òàê êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà ñ äâóìÿ îðëàìè, ðàâíà
1/2. Èìååòñÿ 4 èñõîäà ïîäáðàñûâàíèé, åñëè ìîíåòà ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíîé. Êàæäûé èç èñõîäîâ èìååò âåðîÿòíîñòü 1/8. Âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåò îðåë â ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè
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ðàâíà 3/4 (ýòî ñëó÷èòñÿ îäèí ðàç, åñëè ìîíåòà ñ äâóìÿ îðëà-
ìè, è â 2-õ èç 4-õ ñëó÷àåâ, åñëè ìîíåòà íîðìàëüíàÿ). Àíàëî-
ãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòü 3/4 âûïàäåíèÿ îðëà ïðè âòî-
ðîì ïîäáðàñûâàíèè è âåðîÿòíîñòü 5/8 äâóõ îðëîâ ïðè äâóõ
ïîäáðàñûâàíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü âûïà-
äåíèÿ äâóõ îðëîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè ïåðâîì áðîñàíèè âû-
ïàë îðåë, ðàâíà (5/8)(3/4) = 5/6, ÷òî íå ðàâíî (3/4)(3/4).
Ïîäáðàñûâàíèÿ ìîíåòû â äàííîì ïðèìåðå ÿâëÿþòñÿ óñëîâ-
íî íåçàâèñèìû. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå óñëîâíîé íåçàâèñè-
ìîñòè ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì îáîáùåíèåì îïðåäåëåíèÿ
íåçàâèñèìîñòè.

Ñîáûòèÿ U è V ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî íåçàâèñèìûìè â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ìåðîé âåðîÿòíîñòè p ïðè óñëîâèè ñîáûòèÿ V ′, åñëè
èç óñëîâèÿ p(V ∩V ′) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî p(U |V ∩V ′) = p(U |V ), è
èç óñëîâèÿ p(U ∩ V ′) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî p(V |U ∩ V ′) = p(V |V ′).

1.4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 5 ðàç è ïîäñ÷è-
òûâàåòñÿ îáùåå ÷èñëî âûïàäåíèé îðëà. ×èñëî âûïàäåíèé îðëà
íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé èëè ïåðåìåííîé. Ñëîâî �ñëó-
÷àéíàÿ� ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé äëÿ íåêîòî-
ðîé ðåàëèçàöèè ïîäáðàñûâàíèé íåëüçÿ çàðàíåå ïðåäñêàçàòü.
Ñëîâî �ïåðåìåííàÿ� ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ìîãóò èçìå-
íÿòüñÿ â îïðåäåëåííûõ ãðàíèöàõ. Ôîðìàëüíî ñëó÷àéíàÿ ïå-
ðåìåííàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé è íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé.

Ïóñòü (Ω,F , p) � ïðîèçâîëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èëè ïåðåìåííàÿ X, åñòü èçìåðè-
ìàÿ ôóíêöèÿ X = X(ω), îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî Ω â ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, ò.å. ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé
ïðîîáðàç {ω : X(ω) ∈ B} ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà
B ⊂ R, åñòü ìíîæåñòâî èç σ-àëãåáðû F .

Åñëè ìîíåòà ïîäáðàñûâàåòñÿ 5 ðàç, òî ìíîæåñòâî âîçìîæ-
íûõ èñõîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì èç 25 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé îðëà (Î) è ðåøêè (Ð). Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷èñëó âûïàäåíèé îðëà â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ÎÐÐÐÎ) ìîæ-
íî çàïèñàòü X(ÎÐÐÐÎ) = 2.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
òðåõ îðëîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 5 ïîäáðàñûâàíèé ìîíå-
òû, ò.å. ìû õîòèì ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòü p(X = 3) òîãî, ÷òî
X = 3. Íî ðàíåå âåðîÿòíîñòü áûëà îïðåäåëåíà òîëüêî íà ìíî-
æåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, à íå íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìîæíî ïðåäñòàâèòüX = 3 êàê
íåêîòîðóþ �ñîêðàùåííóþ� çàïèñü äëÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ òàêèõ, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèå 3, ò.å.X = 3 � �ñîêðàùåííàÿ� çàïèñü äëÿ {ω : X(ω) = 3}.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ
íà Ω, îäíî èç çíà÷åíèé êîòîðîé x, òî X = x � �ñîêðàùåííàÿ�
çàïèñü äëÿ {ω : X(ω) = x} è p(X = x) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå x.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñëåäóåò, ÷òî

{X < x} = {ω : X(ω) < x} ∈ F .

Ïîýòîìó íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

FX(x) = Pr{X < x},

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X è èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

F1. Ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè: åñëè x1 ≤ x2, òî âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî FX(x1) ≤ FX(x2).

F2. limx→−∞ FX(x) = 0 è limx→∞ FX(x) = 1.
F3. Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ñëåâà: âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî limx↑x0 FX(x) = FX(x0).
Äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-

ìè, åñëè ïîëó÷åíèå íîâûõ ñâåäåíèé îá îäíîé èç âåëè÷èí íå
äàåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î çíà÷åíèè äðóãîé âåëè÷èíû. Íà-
ïðèìåð, åñëè ïîäáðàñûâàåòñÿ �èäåàëüíàÿ� ìîíåòà, òî ÷èñëî
âûïàâøèõ îðëîâ â ïåðâûõ ïÿòè ïîäáðàñûâàíèÿõ íå çàâèñèò
îò ÷èñëà îðëîâ âî âòîðûõ ïÿòè ïîäáðàñûâàíèÿõ.

Ïóñòü V(X) � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî
íåçàâèñèìûìè ïðè óñëîâèè Z â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì p, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ V(X), y ∈ V(Y ) è z ∈ V(Z) ñî-
áûòèå X = x ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî íåçàâèñèìûì îò Y = y ïðè
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óñëîâèè Z = z. Â áîëåå îáùåì âèäå, åñëè X = {X1, ..., Xn},
Y = {Y1, ..., Yn} è Z = {Z1, ..., Zk} � ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, òî X è Y ÿâëÿþòñÿ óñëîâíî íåçàâèñèìûìè ïðè äàí-
íîì Z, åñëè X1 = x1 ∩ ... ∩ Xn = xn óñëîâíî íå çàâèñèò îò
Y1 = y1 ∩ ... ∩ Yn = ym ïðè óñëîâèè Z1 = z1 ∩ ... ∩ Zn = zm
äëÿ âñåõ xi ∈ V(Xi), yj ∈ V(Yj) è zh ∈ V(Zh), i = 1, ..., n,
j = 1, ...,m, h = 1, ..., k.

1.5. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íàïðèìåð
ïðèáûëü íåêîòîðîé ôèðìû. Êàêîâà ïðèåìëåìàÿ öåíà àêöèé
ýòîé ôèðìû? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íåîáõîäèìî îïðåäå-
ëèòü, ÷òî îçíà÷àåò ñëîâî �ïðèåìëåìûé�. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ïðèåìëåìîé öåíîé ÿâëÿåòñÿ òà, êîòîðàÿ ðàâíà îæèäàåìîìó
äîõîäó ôèðìû â ñëó÷àå ïîêóïêè àêöèé. Íî â ýòîì ñëó÷àå ìû
çàìåíÿåì îäíî íå÷åòêî îïðåäåëåííîå ïîíÿòèå �ïðèåìëåìûé�
äðóãèì �îæèäàåìûé�.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå õîðîøåé êîíúþíêòóðû ðûí-
êà ôèðìà áóäåò èìåòü äîõîä 1000$ â ÷àñ, â ñëó÷àå ñðåäíåé
êîíúþíêòóðû ðûíêà ôèðìà áóäåò èìåòü äîõîä 500$, à â ñëó-
÷àå ïëîõîé êîíüþíêòóðû ôèðìà âîîáùå íå ïîëó÷èò äîõîä.
Êàêîé æå äîõîä ìû ìîæåì îæèäàòü? 1000$? Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî ìàêñèìóì, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü. Íî åñëè ìû íå àá-
ñîëþòíûå îïòèìèñòû, òî íå îæèäàåì ïîëó÷èòü òàêóþ ñóììó.
Âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî ìû âîîáùå íè÷åãî íå ïîëó÷èì. Òîãäà
çà÷åì ïîêóïàòü àêöèè? Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷å-
ñòâî îæèäàåìîãî äîõîäà çàâèñèò îò òîãî, êàêèå øàíñû äëÿ
êîíúþíêòóðû ðûíêà èìåþò ìåñòî.

Îæèäàåìîå çíà÷åíèå EpX (èëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå) äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, çàäàííîé íà âåðî-
ÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , p), ãäå Ω ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì è
èçìåðèìûì, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

EpX =
∑
ω∈Ω

p(ω)X(ω).

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è èìååò
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FX(x), òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
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ìîæíî çàïèñàòü êàê

EFX =
∫

Ω
xdFX(x).

Òàêèì îáðàçîì, îæèäàåìîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ïî ñóùåñòâó åñòü �ñðåäíåå� çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû. Ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ìîæåò òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê îòäåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå â íåêîòîðîì ñìûñ-
ëå îïèñûâàåò X. Îäíàêî åäèíñòâåííîå ÷èñëî íå ìîæåò ïîëíî-
ñòüþ îïèñûâàòü ôóíêöèþ. Ðàññìîòðèì äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íûX1 èX2, îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå èñõîäîâ Ω = {ω1, ω2}.
Ïóñòü X1(ω1) = X1(ω2) = 50, X2(ω1) = 0 è X2(ω2) = 100.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Ω, òàê
÷òî p(ω1) = p(ω2) = 1/2. Î÷åâèäíî, ÷òî Ep(X1) = Ep(X2) = 50.
Õîòÿ âåëè÷èíû X1 è X2 èìåþò îäíî è òî æå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, èõ ïîâåäåíèå ñîâåðøåííî ðàçëè÷íî. X2 èìååò áîëü-
øèé ðàçáðîñ çíà÷åíèé, ÷åì X1.

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì p, åñòü ìåðà òîãî, íà ñêîëüêî ðàçáðîñàíû çíà÷å-
íèÿ X(ω) îò Ep(X), è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìåðà ðàç-
áðîñà. Åñëè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà èñõîäîâ èçìåðèìû, òî
äèñïåðñèÿ X, îáîçíà÷àåìàÿ varp(X), îïðåäåëÿåòñÿ êàê

varp(X) =
∑
ω∈Ω

p(ω)(X(ω)− Ep(X))2.

Äèñïåðñèþ ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêî èíà÷å. Ïóñòü Y �
òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ÷òî Y (ω) = (X(ω) − Ep(X))2. Òî-
ãäà varp(X) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âåëè÷èíû
Y . Êîðåíü êâàäðàòíûé èç äèñïåðñèè íàçûâàåòñÿ ñðåäíåêâàä-

ðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì. Ýòà õàðàêòåðèñòèêà ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû èñïîëüçóåòñÿ íàìíîãî ÷àùå, ÷åì äèñïåðñèÿ, òàê êàê
èìååò îäèí è òîò æå ïîðÿäîê çíà÷åíèé, ÷òî è ñàìà ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà. Âîçâðàùàÿñü ê ïðèìåðó äâóõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí X1 è X2 ñ îäèíàêîâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíè-
ÿìè, ìîæíî äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷èòü varp(X1) = 2500 è
varp(X2) = 0. Îòñþäà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ âå-
ëè÷èí X1 è X2 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 50 è 0.
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Âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ÿâëÿåò-
ñÿ èçìåðèìîé, ò.å. äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ V(X) ìíîæåñòâî
{ω : X(ω) = x} ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìûì. Êàê òåïåðü îïðåäåëèòü
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, åñëè X íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé?
Ïåðâûé ïóòü â ýòîì ñëó÷àå � ýòî ðàññìîòðåòü íèæíþþ Ep(X)
è âåðõíþþ Ep(X) ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó-
÷åííûå çàìåíîé p íà âíóòðåííþþ p∗ è âíåøíþþ p∗ ìåðû ñîîò-
âåòñòâåííî. Îäíàêî ýòîò ïîäõîä ìîæåò èíîãäà ïðèâåñòè ê ïðî-
òèâîðå÷èâûì ðåçóëüòàòàì [46]. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ìíîæåñòâî èñõîäîâ Ω = {ω1, ω2} è àëãåáðó F = {∅,Ω}.
Èìååòñÿ òîëüêî îäíà ìåðà âåðîÿòíîñòåé p íà F . Âîçüìåì äâå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2 òàêèå, ÷òî X1(ω1) = X1(ω2) = 1,
X2(ω1) = 1 è X2(ω2) = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî Ep(X1) = Ep(X1) = 1.
Îäíàêî Ep(X2) = 0, òàê êàê p∗(ω1) = p∗(ω2) = 0. Â òî æå âðå-
ìÿ X2(ω) ≥ X1(ω) äëÿ ëþáûõ ω ∈ Ω. Ìû ïîëó÷èëè íåêîòîðîå
ïðîòèâîðå÷èå: X2 ≥ X1, à Ep(X2) ≤ Ep(X1).

Âòîðîé ïóòü èñïîëüçóåò ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð
èëè ðàñïðåäåëåíèé. Îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
äëÿ ìíîæåñòâ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Åñëè P � ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé, òàêîå ÷òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà X ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé äëÿ êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
p ∈ P, òî îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
EP(X) = {Ep(X) : p ∈ P}. Îòñþäà ìîæíî îïðåäåëèòü íèæ-
íþþ EP(X) è âåðõíþþ EP(X) ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ P êàê

EP(X) = inf
p∈P

Ep(X), EP(X) = sup
p∈P

Ep(X).

1.6. Èíòåðâàëüíûå âåðîÿòíîñòè

Íåñìîòðÿ íà øèðîêîå ïðèìåíåíèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî êðèòè÷åñêèõ çàìå÷àíèé ê âå-
ðîÿòíîñòè êàê ñïîñîáó îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Îòìåòèì
òðè íàèáîëåå îáùèå èç íèõ: 1 � òî÷íàÿ âåðîÿòíîñòü íåïðèåì-
ëåìà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè; 2
� ñóáúåêò ìîæåò îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ èñõîäîâ, íî îí äàëåêî íå âñåãäà
ãîòîâ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè âñåõ ïîäìíîæåñòâ; 3 � ñóáúåêò
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ìîæåò â ïðèíöèïå îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè âñåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ èñõîäîâ, íî èñïîëüçîâàíèå ýòèõ âåðî-
ÿòíîñòåé òðåáóåò äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèõ âû÷èñëåíèé. Ñëåäó-
þùèå äâà ïðèìåðà ïîçâîëÿþò ïîÿñíèòü ñêàçàííîå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìîíåòà, êîòîðóþ îäèí ðàç áðî-
ñèëè. Ñóùåñòâóåò äâà âîçìîæíûõ èñõîäà áðîñàíèÿ � îðåë è
ðåøêà. Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ìîíåòà èäåàëüíàÿ, òî ëîãè÷íî íà-
çíà÷èòü âåðîÿòíîñòü 1/2 êàæäîìó èñõîäó. Îäíàêî ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìîíåòà èìååò íåèçâåñòíîå �ñìåùåíèå�. Êàê ïðåä-
ñòàâèòü îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè î ñìåùåíèè ìîíåòû? Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà ýíòðîïèè ïðè îòñóòñòâèè
èíôîðìàöèè î òîì, êàê óïàäåò ìîíåòà, îðåë è ðåøêà ðàâíî-
âåðîÿòíû. Òîãäà �ñìåùåííàÿ� ìîíåòà íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
èäåàëüíîé, ÷òî íå ñîâñåì êîððåêòíî. Åñòü òàêæå âîçìîæíîñòü
ðàññìàòðèâàòü �ñìåùåíèå� ìîíåòû êàê îäèí èõ èñõîäîâ, ò.å.
ìíîæåñòâî èñõîäîâ èìååò âèä {�ñìåùåíèå�, îðåë, ðåøêà}. Íî
òîãäà êàê îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èñõîäà?

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåïðîçðà÷íûé ìåøîê, ñîäåð-
æàùèé 100 øàðîâ, 30 èç êîòîðûõ êðàñíûå, à îá îñòàâøèõñÿ
øàðàõ ëèøü èçâåñòíî, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ãîëóáûìè è çåëå-
íûìè, õîòÿ òî÷íàÿ ïðîïîðöèÿ ãîëóáûõ è çåëåíûõ øàðîâ íåèç-
âåñòíà. Ìû âûíèìàåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì îäèí øàð èç ìåøêà
è èìååì òðè âîçìîæíûõ èñõîäà: êðàñíûé, ãîëóáîé è çåëåíûé.
Ëîãè÷íî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü âûáîðà êðàñíîãî øàðà 0.3,
à âåðîÿòíîñòü âûáîðà çåëåíîãî èëè ãîëóáîãî 0.7. Êàêîâû âå-
ðîÿòíîñòè îòäåëüíî çåëåíîãî è ãîëóáîãî øàðîâ?

Èìåþòñÿ äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïðè-
âåäåííûõ çàäà÷. Â îäíîì èç íèõ íåïîëíîòó èíôîðìàöèè ïðåä-
ñòàâëÿþò íå îäíèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, à ìíîæå-
ñòâîì ðàñïðåäåëåíèé. Íàïðèìåð, â ïðèìåðå ñî �ñìåùåííîé�
íåèçâåñòíûì îáðàçîì ìîíåòîé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìíîæå-
ñòâî ðàñïðåäåëåíèé

P1 = {(p1, p2) : p1 ∈ [0, 1], p1 + p2 = 1}.

Çäåñü p1, p2 � âåðîÿòíîñòè îðëà è ðåøêè ñîîòâåòñòâåííî.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ïðèìåðà ñ øàðàìè â ìåøêå ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé

P2 = {(p1, p2, p3) : p1 = 0.3, p2 + p3 = 0.7},
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Ðèñ. 1.1. Ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòåé ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì
p1 = 0.3

ãäå p1, p2, p3 � âåðîÿòíîñòè êðàñíîãî, ãîëóáîãî è çåëåíîãî øà-
ðîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòåé ïðè êîíå÷íîì ÷èñëå èñõîäîâ
óäîáíî ãåîìåòðè÷åñêè èçîáðàæàòü â âèäå åäèíè÷íîãî ñèì-
ïëåêñà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó âîçìîæíûõ èñõî-
äîâ â ìíîæåñòâå Ω. Ïóñòü ÷èñëî èñõîäîâ ðàâíî n. Òîãäà ñèì-
ïëåêñ îáîçíà÷àåòñÿ S(1, n). Íàïðèìåð, åñëè Ω ñîñòîèò èç òðåõ
ýëåìåíòîâ, òî ñèìïëåêñ S(1, 3) èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ.
1.1, ñïðàâà. Èç ðèñ. 1.1 âèäíî, ÷òî ñèìïëåêñ S(1, 3) îáðàçóåòñÿ
êàê ïðîåêöèÿ ïëîñêîñòè p1 + p2 + p3 = 1.

Êàæäàÿ òî÷êà âíóòðè åäèíè÷íîãî ñèìïëåêñà � íåêîòîðîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Âåðøèíû ñèìïëåêñà � ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà (1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0),..., (0, 0, ..., 1).
Ëþáàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè âåðî-
ÿòíîñòåé îòñåêàåò íà ñèïëåêñå íåêîòîðóþ îáëàñòü, ñîêðàùàÿ
îáëàñòü âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Åñëè âåðíóòüñÿ ê ïðèìå-
ðó ñ øàðàìè â íåïðîçðà÷íîì ìåøêå, òî çíàíèå âåðîÿòíîñòè
p1 = 0.3 îãðàíè÷èâàåò âñå ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿò-
íîñòåé (p1, p2, p3) îòðåçêîì [A,B], êîòîðûé íàõîäèòñÿ îò âåð-
øèíû p1 íà ðàññòîÿíèè (1−0.3) = 0.7. Åñëè áûëî áû èçâåñòíî,
÷òî êðàñíûõ øàðîâ íå ìåíüøå 30, òî ìû áû èìåëè îãðàíè÷å-
íèå p1 ≥ 0.3, ÷òî ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå �áåäíîé� èí-
ôîðìàöèåé, òàê êàê óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå ïîêàçàíû â âèäå òåìíîé
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Ðèñ. 1.2. Ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòåé ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì
p1 ≤ 0.3

îáëàñòè íà ñèïëåêñå (ðèñ. 1.2).

Âî âòîðîì ïîäõîäå òîëüêî íåêîòîðûå ìíîæåñòâà èçìåðè-
ìû. Èçìåðèìûå ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðûõ
ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñ ìîíå-
òîé ìîæíî ðàññìîòðåòü àëãåáðó ñîáûòèé F , ñîñòîÿùóþ èç ïó-
ñòîãî ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà {îðåë, ðåøêà}, òàê ÷òî îðåë è
ðåøêà áîëüøå íå ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ìíîæåñòâàìè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿ
íà äàííîé àëãåáðå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì p. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-
ñìàòðèâàÿ ýòó àëãåáðó, ìû áû èçáåæàëè íåîáõîäèìîñòè îïðå-
äåëÿòü âåðîÿòíîñòè îðëà è ðåøêè. Àíàëîãè÷íî, â ïðèìåðå ñ
øàðàìè ìîæíî ðàññìîòðåòü àëãåáðó

F = {∅, {êðàñíûé}, {ãîëóáîé,çåëåíûé},
{êðàñíûé,ãîëóáîé,çåëåíûé}}.

Ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü p, îïðåäåëåííàÿ íà ýòîé àëãåáðå,
êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñèòóàöèþ â ïðèìåðå. Åñëè ìû âîçüìåì
p(êðàñíûé) = 0.3, òî ýòî îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòè âñåõ îñòàëü-
íûõ ïîäìíîæåñòâ.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â òåðìè-
íàõ ñóáúåêòèâíûõ âåðîÿòíîñòåé è ïàðè. Íàïðèìåð, âñå, ÷òî
ìîæíî ñêàçàòü î âåðîÿòíîñòè âûáîðà ãîëóáîãî øàðà, ýòî òî,
÷òî îíà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 0.7. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò
ïðåäïî÷òåíèþ ñóáúåêòà ({ãîëóáîé}c, 1 − α) ïî îòíîøåíèþ ê
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({ãîëóáîé}, α) äëÿ α > 0.7, íî íåâîçìîæíîñòüþ äëÿ íåãî âû-
áðàòü ìåæäó äâóìÿ ïàðè äëÿ 0 ≤ α ≤ 0.7. Äðóãèìè ñëîâàìè,
îáîñíîâàíèå èñïîëüçîâàíèÿ ìíîæåñòâ âåðîÿòíîñòåé âìåñòî îä-
íîé âåðîÿòíîñòè ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóáúåêòèâíîé èíòåðïðåòàöèè
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, åñëè óäàëèòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñóáú-
åêò èìååò âîçìîæíîñòü âñåãäà ðåøèòü, êàêîå èç ïàðè (U,α)
èëè (U c, 1−α) ñëåäóåò ïðåäïî÷åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíûõ U è α.

Çàìåòèì, ÷òî â îáîèõ ïîäõîäàõ âñå, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î
âåðîÿòíîñòè âûáîðà ãîëóáîãî øàðà, ýòî òî, ÷òî îíà íàõîäèòñÿ
â ïðåäåëàõ îò 0 äî 0.7. Ôàêò ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ äâóõ
ïîäõîäîâ íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Ýòè ïîäõîäû â äåéñòâèòåëü-
íîñòè î÷åíü áëèçêè. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî P ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå Ω âîçìîæíûõ èñõîäîâ è U ⊆ Ω.
Îïðåäåëèì íèæíþþ P (U) è âåðõíþþ P (U) âåðîÿòíîñòè U
êàê

P (U) = inf{p(U) : p ∈ P},

P (U) = sup{p(U) : p ∈ P},

ãäå inf è sup îçíà÷àåò â äàííîì ñëó÷àå �íàèáîëüøóþ íèæíþþ
ãðàíèöó� è �íàèìåíüøóþ âåðõíþþ ãðàíèöó� ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð, P (ãîëóáîé) = 0, P (ãîëóáîé) = 0.7, àíàëîãè÷íûå
ãðàíèöû äëÿ çåëåíîãî øàðà, à P (êðàñíûé) = P (êðàñíûé) =
0.3.

Åñëè p � âåðîÿòíîñòü íà F ′ ⊆ F è U ∈ F − F ′, òî p(U)
ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé, òàê êàê U íå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ p. Ìîæíî ïðîäîëæèòü p íà F äâóìÿ ñòàíäàðòíû-
ìè ïóòÿìè: îïðåäåëèâ ôóíêöèè p∗ è p

∗, íàçûâàåìûå îáû÷íî
âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåðàìè, îáðàçîâàííûìè p. Äëÿ U ∈ F
ïîëó÷àåì

p∗(U) = inf{p(V ) : V ⊆ U, V ∈ F ′},

p∗(U) = sup{p(V ) : V ⊇ U, V ∈ F ′}.

Åñëè ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ, à çíà÷èò, è àëãåá-
ðà F ′ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè, òî p∗ � âåðîÿòíîñòü íàèáîëüøåãî
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà â F ′, ñîäåðæàùåãîñÿ â U , à p∗ � âå-
ðîÿòíîñòü íàèìåíüøåãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà (â F ′), ñîäåð-
æàùåãî U . Äðóãèìè ñëîâàìè, p∗(U) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
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êàê íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ñíèçó äëÿ íåèçâåñòíîé âåðîÿò-
íîñòè U , à p∗(U) � êàê íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ñâåðõó äëÿ
ýòîé âåðîÿòíîñòè. Åñëè U ∈ F ′, òî äîñòàòî÷íî ïðîñòî óâè-
äåòü, ÷òî p∗(U) = p∗(U) = p(U). Åñëè U ∈ F ′ − F ′, òî â
îáùåì ñëó÷àå p∗(U) ≤ p∗(U). Íàïðèìåð, p∗(ãîëóáîé) = 0
è p∗(ãîëóáîé) = 0.7, òàê êàê íàèáîëüøåå èçìåðèìîå ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â {ãîëóáîé} � ïóñòîå ìíîæåñòâî, â òî
âðåìÿ êàê íàèìåíüøèì èçìåðèìûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæà-
ùèì {ãîëóáîé}, ÿâëÿåòñÿ {ãîëóáîé, çåëåíûé}. Êðîìå òîãî,
p∗(êðàñíûé) = p∗(êðàñíûé) = 0.3.

Â òî âðåìÿ êàê âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà àääèòèâíà â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî p(U ∪ V ) = p(U) + p(V ), âíóòðåííÿÿ ìåðà ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðàääèòèâíîé, à âíåøíÿÿ � ñóáàääèòèâíîé, òàê ÷òî

p∗(U ∪ V ) ≥ p∗(U) + p∗(V ),

p∗(U ∪ V ) ≤ p∗(U) + p∗(V ).

Êðîìå òîãî, âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ìåðû ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

p∗(U) = 1− p∗(U).

Èñïîëüçîâàíèå ìíîæåñòâ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé è
âû÷èñëåíèå íèæíåé è âåðõíåé âåðîÿòíîñòåé, à òàêæå èñïîëü-
çîâàíèå îáû÷íîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, îïðåäåëåííîé íà àëãåá-
ðå, êîòîðàÿ íåîáÿçàòåëüíî âêëþ÷àåò âñå ñîáûòèÿ è âû÷èñëå-
íèÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåð, ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ïîäõîäàìè,
ïðè ïîìîùè êîòîðûõ ìîæíî îïåðèðîâàòü ñ íåòî÷íîñòüþ è îò-
ñóòñòâèåì èíôîðìàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà âå-
ðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèì èíñòðóìåíòîì, îõâàòûâà-
þùèì áîëüøå ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèé, ÷åì òî÷íûå âåðîÿòíîñòè.

1.7. Çàêëþ÷åíèå

Ãëàâíàÿ öåëü äàííîé ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïî-
êàçàòü, âî-ïåðâûõ, ðàçëè÷íûå ñïîñîáû èíòåðïðåòàöèè âåðî-
ÿòíîñòåé, âî-âòîðûõ, ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ íåïîëíî-
òû èíôîðìàöèè. Â òî æå âðåìÿ íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
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ïîìèìî ðàññìîòðåííûõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ íåïîëíîòû èíôîð-
ìàöèè ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ïîäõîäîâ, âêëþ÷àÿ åìêîñòè Øî-
êå, ïîêðûòèÿ, ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ Äåìïñòåðà�
Øåéôåðà, òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé è ò.ä. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé áûë âûïîëíåí â ðàáîòàõ [16, 17, 34, 41, 47, 62, 131, 133,
136, 169]. ×àñòü ïîäõîäîâ áóäåò îïèñàíà â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.
Íàèáîëåå âñåñòîðîííå ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ íåïîë-
íîòû èíôîðìàöèè èññëåäîâàíû â êíèãå Õàëïåðíà [46], íåêî-
òîðûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîæíî áûëî íàéòè â äàííîé ãëàâå.
Òàêæå íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîìèìî ðàññìîòðåííûõ ñïî-
ñîáîâ èíòåðïðåòàöèè âåðîÿòíîñòåé ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïî-
ñîáû, íàïðèìåð ëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ [11, 50, 52]. Êàæ-
äûé ñïîñîá èìååò ñâîè îñîáåííîñòè è àðãóìåíòû, îáîñíîâûâà-
þùèå åãî ïðèìåíåíèå.

Äðóãàÿ öåëü äàííîé ãëàâû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû êî-
ðîòêî äàòü îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå
ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ ïðè ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè èìåííî â òîé
òðàêòîâêå, êîòîðàÿ äàíà â äàííîé ãëàâå. Äåëî â òîì, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî êíèã è ó÷åáíèêîâ ïî òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé, ðàññìàòðèâàþùèõ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëå-
íèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ, äåëàÿ àê-
öåíò íà îïðåäåëåííûõ ýëåìåíòàõ òåîðèè. Ïîýòîìó çäåñü êðàò-
êî ðàññìîòðåíû òîëüêî òå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â
äàëüíåéøåì â êíèãå.



Ãëàâà 2

Òåîðèÿ ñâèäåòåëüñòâ

Äåìïñòåðà�Øåéôåðà

Òùàòåëüíåå âñåãî ñëåäóåò ïðîâå-
ðÿòü ïðàâèëüíîñòü ñóæäåíèé, êî-
òîðûå êàæóòñÿ íàì î÷åâèäíûìè.

Ìàðê Òâåí

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ òåîðèè
Äåìïñòåðà�Øåéôåðà

Òåîðèÿ Äåìïñòåðà�Øåéôåðà1, òàêæå íàçûâàåìàÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîé òåîðèåé ñâèäåòåëüñòâ2, òåîðèåé ôóíêöèé äîâåðèÿ3

èëè òåîðèåé ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ4, áûëà ïðåäëîæåíà â ðà-
áîòå Äåìïñòåðà [24] è ïîçäíåå ðàçâèòà â ðàáîòåØåéôåðà [75] â
êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè íåòî÷-
íûõ (èíòåðâàëüíûõ) ýêñïåðòíûõ îöåíîê, èçìåðåíèé èëè íà-
áëþäåíèé.

Òåîðèÿ Äåìïñòåðà�Øåéôåðà èñïîëüçóåò ìàòåìàòè÷åñêèå
îáúåêòû, íàçûâàåìûå �ôóíêöèÿìè äîâåðèÿ�. Îáû÷íî èõ îñ-
íîâíàÿ öåëü çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäåëèðîâàíèè ñòåïåíè äîâåðèÿ
íåêîòîðîãî ñóáúåêòà ê ÷åìó-ëèáî. Â òî æå âðåìÿ â ëèòåðàòó-
ðå èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíòåðïðåòàöèé ôóíêöèé äîâå-
ðèÿ, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ. Êàê çàìåòèë Ñìåòñ [77], ðàáîòà Äåìïñòåðà [24] áûëà

1Dempster-Shafer theory (àíãë.)
2Mathematical theory of evidence (àíãë.)
3Belief function theory (àíãë.)
4Theory of random sets (àíãë.)
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ïîñâÿùåíà ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèÿì è èíòåðâàëüíûì âå-
ðîÿòíîñòÿì è íå áûëà îðèåíòèðîâàíà â íàïðàâëåíèè ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ñóáúåêòèâíîé ñòåïåíè äîâåðèÿ. Îñíîâíîé èäååéØåé-
ôåðà áûëî èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïðåäëî-
æåííîãî Äåìïñòåðîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ìîäåëèðîâàòü ñóáúåê-
òèâíóþ ñòåïåíü äîâåðèÿ. Îäíàêî Øåéôåð íå äîêàçûâàåò è
íå îáîñíîâûâàåò â ñâîåé îñíîâíîé êíèãå [75] ïðàâîìåðíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.
Âïîñëåäñòâèè îñíîâíàÿ ÷àñòü îáîñíîâàíèé áûëà ñäåëàíà ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òàêèõ ïîíÿòèé, êàê ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà, ìíî-
ãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, íèæíèå è âåðõíèå âåðîÿòíîñòè, êî-
òîðûå â áîëüøåé ñòåïåíè ñâîéñòâåííû òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíî-
æåñòâ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè
äîâåðèÿ â îñíîâíîì ñ ïîçèöèè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ.

Ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå ñëó-
÷àéíî, ò.å., ãîâîðÿ áîëåå èëè ìåíåå ñòðîãî, ñëó÷àéíîå ìíîæå-
ñòâî � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ â êà÷åñòâå çíà-
÷åíèé íåêîòîðûå ìíîæåñòâà âìåñòî òî÷åê.

Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå â òåîðèè ñâèäå-
òåëüñòâ èíîãäà íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì èëè
ôðåéìîì ðàçëè÷åíèé5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N íàáëþäåíèé èëè
èçìåðåíèé ýëåìåíòà ω ∈ Ω áûëî ïîëó÷åíî â êà÷åñòâå èíôîð-
ìàöèè îá îáúåêòå, ïðèíèìàþùåì çíà÷åíèÿ èç Ω. Ïðè ýòîì
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò èçìåðåíèé èëè íàáëþäåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ íåòî÷íûì, ò.å. ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ íåêîòîðûé èíòåð-
âàë (ïîäìíîæåñòâî) A çíà÷åíèé Ω. Ïóñòü ci îçíà÷àåò êîëè÷å-
ñòâî íàáëþäàåìûõ ïîäìíîæåñòâ Ai ⊆ Ω, à Po(Ω) � ìíîæåñòâî
âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ω. ×àñòîòíàÿ ôóíêöèÿ m, íàçûâàåìàÿ áà-

çîâîé âåðîÿòíîñòüþ6, îïðåäåëÿåòñÿ êàê [24, 54, 75]:

m : Po(Ω)→ [0, 1], m(∅) = 0,
∑

A∈Po(Ω)

m(A) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé
Po(Ω) îòëè÷àåòñÿ îò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ω ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ñîãëàñíî [24], áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü

5frame of discernment (àíãë.)
6basic probability assignment (àíãë.)
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ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m(Ai) = ci/N. (2.1)

Åñëè m(Ai) > 0, ò.å. ïîäìíîæåñòâî Ai â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
èçìåðåíèÿ èëè íàáëþäåíèÿ áûëî ïîëó÷åíî õîòÿ áû îäèí ðàç,
òî Ai íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíûì ýëåìåíòîì7.

Îïðåäåëèì òåïåðü ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ. Ñî-
ãëàñíî [75], ôóíêöèÿ äîâåðèÿ8, îáîçíà÷àåìàÿ Bel(A), è ôóíê-

öèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ9, îáîçíà÷àåìàÿ Pl(A), ñîáûòèÿ A ⊆ Po(Ω)
îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Bel(A) =
∑

Ai:Ai⊆A
m(Ai), Pl(A) =

∑
Ai:Ai∩A 6=∅

m(Ai). (2.2)

Åñëè èçâåñòíû ôóíêöèè äîâåðèÿ ñîáûòèé Ai, òî áàçîâûå
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè
ôîðìóëû èíâåðñèè Ì�eáèóñà

m(A) =
∑

Ai:Ai⊆A
(−1)|A−Ai|Bel(Ai),

ãäå |A| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A (êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà A).

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [46, 47], ôóíêöèÿ äîâåðèÿ ìî-
æåò áûòü ôîðìàëüíî îïðåäåëåíà êàê ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ àêñèîìàì, ÿâëÿþùèìñÿ îñëàáëåííûì âàðèàíòîì àêñè-
îì Êîëìîãîðîâà, õàðàêòåðèçóþùèõ âåðîÿòíîñòü. Ïîýòîìó â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ äî-
âåðèÿ (ïðàâäîïîäîáèÿ) êàê îáîáùåííóþ âåðîÿòíîñòü, à äîâå-
ðèå Bel(A) è ïðàâäîïîäîáèå Pl(A) êàê íèæíþþ è âåðõíþþ
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, ò.å. Bel(A) ≤ Pr(A) ≤ Pl(A).

Ïðèìåð 2.1. Èìåþòñÿ ÷åòûðå êàíäèäàòà íà íåêîòîðóþ äîëæ-
íîñòü (Ω = {1, 2, 3, 4}). Ïîñëå èíòåðâüþ 10 ýêñïåðòîâ (N = 10)
ïûòàþòñÿ îïðåäåëèòü íàèáîëåå âåðîÿòíîãî êàíäèäàòà. 5 ýêñïåðòîâ
(c1 = 5) ñ÷èòàþò, ÷òî ïåðâûé êàíäèäàò (A1 = {1}) ÿâëÿåòñÿ íàèáî-
ëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, 2 ýêñïåðòà (c2 = 2) ñ÷èòàþò, ÷òî ïåðâûé èëè

7focal element (àíãë.)
8belief function (àíãë.)
9plausibility function (àíãë.)
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âòîðîé êàíäèäàò (A2 = {1, 2}) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëü-
íûì, 3 ýêñïåðòà (c3 = 3) âûáèðàþò òðåòüåãî êàíäèäàòà (A3 = {3}).
Èñïîëüçóÿ (2.1), ïîëó÷èì:

m(A1) = c1/N = 0.5, m(A2) = c2/N = 0.2,
m(A3) = c3/N = 0.3.

Íàéäåì íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðâîãî êàí-
äèäàòà (A = {1}). Èñïîëüçóÿ (2.2), ïîëó÷àåì:

Bel(A) = m(A1) = 0.5, Pl(A) = m(A1) +m(A2) = 0.7.

Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè âòîðîãî êàíäèäàòà
(A = {2}):

Bel(A) = 0, Pl(A) = m(A2) = 0.2.

Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè òðåòüåãî êàíäèäàòà
(A = {3}):

Bel(A) = m(A3) = 0.3, Pl(A) = m(A3) = 0.3.

Ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ìîãóò áûòü îïðåäåëå-
íû òàêæå â ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî Ω íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,
íàïðèìåð Ω ìîæåò áûòü ìíîæåñòâîì âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷è-
ñåë. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åòû îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê ýòî âèäíî
èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 2.2. Îïðîñ ýêñïåðòîâ ïî ïîâîäó áóäóùåé öåíû àêöèé
íåêîòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ äàë ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: 4 ýêïåðòà
(c1 = 4) ïðåäîñòàâèëè èíòåðâàë A1 = [30, 36], 1 ýêñïåðò (c2 = 1)
� èíòåðâàë A2 = [28, 40], 5 ýêñïåðòîâ (c3 = 5) ïðåäîñòàâèëè èíòåð-
âàë A3 = [34, 38]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ
èíòåðâàëà A = [28, 32]. Òàê êàê N = c1 + c2 + c3 = 10, òî áàçîâûå
âåðîÿòíîñòè êàæäîãî èíòåðâàëà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

m(A1) = c1/N = 0.4, m(A2) = c2/N = 0.1,
m(A3) = c3/N = 0.5.

Òîãäà
Bel(A) = 0, Pl(A) = m(A1) +m(A2) = 0.5.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå (2.1) ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî, êîãäà êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèéN äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå. Îäíàêî ýòî óñëîâèå ìîæåò ÷àñòî íàðóøàòüñÿ. Åñëè N ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàëûì, òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîëó÷àþòñÿ ñëèøêîì
ðèñêîâàííûìè, ÷òîáû èì äîâåðÿòü.

41



2.2. Ôóíêöèè äîâåðèÿ è ìíîæåñòâî
ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäåëåé

Ïóñòü Ω = {ω1, ..., ωK} � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ
ωj . Ñîâîêóïíîñòü N íàáëþäåíèé, íåçàâèñèìî âûáðàííûõ èç
Ω ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè êàæäîãî èñõîäà Pr{ωj} = θj
äëÿ âñåõ j = 1, ...,K, ãäå θj ≥ 0 è

∑K
j=1 θj = 1, ñîñòàâëÿåò ñòàí-

äàðòíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ìîäåëü. Îáîçíà÷èì θ = (θ1, ..., θK).
Ïóñòü nj � ÷èñëî íàáëþäåíèé èñõîäà ωj â N îïûòàõ, òàêèõ ÷òî

nj ≥ 0 è
∑K

j=1 nj = N . Ïðè ââåäåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû n1, ..., nK èìåþò ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, è ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå íà-
áëþäåíèé n = (n1, ..., nK), èìååò âèä

L(n|θ) ∝
K∏
j=1

θ
nj
j .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî N íåòî÷íûõ
íàáëþäåíèé Ai ⊆ Ω è ci � ÷èñëî ïîÿâëåíèé ïîäìíîæåñòâà Ai,
i = 1, ..., n. Áàçîâûå âåðîÿòíîñòè ïîäìíîæåñòâ Ai âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëå (2.1). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà îñíîâå äàííîé
èíôîðìàöèè ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëèíî-
ìèàëüíûõ ìîäåëåé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäåëåé ðàñ-
ñìîòðèì óðíîâóþ ìîäåëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ K óðí,
ω1, ..., ωK , ñîäåðæàùèõ øàðû ñ íîìåðàìè 1, ...,K ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñíà÷àëà ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâî óðí Ai, ñîñòîÿùåå èç li óðí, òàêîå ÷òî Ai = {ωj : j ∈ Ji},
ò.å. ïîäìíîæåñòâî óðí Ai ñîäåðæèò øàðû ñ íîìåðàìè èç èí-
äåêñíîãî ìíîæåñòâà Ji. Çàòåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûòàñêèâà-
þòñÿ ci øàðîâ èç óðí ñ íîìåðàìè èç Ji. Ïðè ýòîì íåò íèêàêèõ
ïðåäïî÷òåíèé ïî âûáîðó øàðîâ èç óðí, ñîîòâåòñòâóþùèõ Ai.
Äàííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ n ðàç, ò.å. äëÿ êàæäîãî ôî-
êàëüíîãî ýëåìåíòà. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ÷èñëå øàðîâ ñ îïðå-
äåëåííûìè íîìåðàìè, âûòàùåííûõ èç óðí? Î÷åâèäíî, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîãî îòâåòà, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êî-
ãäà âñå ïîäìíîæåñòâà Ai ñîñòîÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òàê êàê
âûáîð øàðà èç óðí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâó Ai, ïðî-
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èçâîäèòñÿ ñëó÷àéíî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé íîìåðîâ øàðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
÷èñëî òàêèõ êîìáèíàöèé ðàâíî M , è îáîçíà÷èì k-é âîçìîæ-
íûé âåêòîð êîëè÷åñòâà âûáðàííûõ íîìåðîâ øàðîâ

n(k) = (n(k)
1 , ..., n

(k)
K ), k = 1, ...,M,

ãäå n
(k)
j � êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíî âûáðàííûõ øàðîâ ñ íîìåðîì j.

Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì âåêòîð ÷èñëà ïîÿâëåíèé ci ïîäìíîæå-
ñòâà Ai êàê c = (c1, ..., cn). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ïîä-
ìíîæåñòâà Ai âûáðàíû íåçàâèñèìî èç ìíîæåñòâà Po(Ω) âñåõ
ïîäìíîæåñòâ Ω è âåðîÿòíîñòü âûáîðà øàðà èç j-é óðíû ðàâíà
θj , òî êàæäàÿ êîìáèíàöèÿ øàðîâ n(k) îáðàçóåò ñòàíäàðòíóþ
ïîëèíîìèàëüíóþ ìîäåëü. M âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé øàðîâ
îáðàçóþò M ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäåëåé. Ïðè ýòîì âñå ìîäå-
ëè ðàâíîïðàâíû â òîì ñìûñëå, ÷òî íåëüçÿ âûáðàòü îäíó èç
íèõ, êàê íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíóþ ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì
ìîäåëÿì.

Ïðèìåð 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω = {ω1, ω2, ω3, ω4}, èìåþò ìåñòî
òðè ôîêàëüíûõ ýëåìåíòà A1 = {ω1}, A2 = {ω1, ω2}, A3 = {ω2, ω3} è
c1 = c3 = 1, c2 = 2. Âîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè n(k) ÷èñëà øàðîâ
ÿâëÿþòñÿ (3100), (2200), (1300), (3010), (2110), (1210).

Òàê êàê ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ n(k), òî ñóùåñòâó-
åò è ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ L(n(k)|θ),
k = 1, ...,M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî
ñîáûòèÿ A ⊆ Ω çàâèñèò îò n(k), ò.å. ìîæíî íàéòè P (A|n(k)).
Äàæå åñëè áû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè P (A|n(k)) äëÿ êàæäîãî
ñîáûòèÿ A â Ω è äëÿ êàæäîãî âåêòîðà n(k) áûëè áû òî÷íî
èçâåñòíû, ìîæíî áûëî áû íàéòè òîëüêî íèæíþþ è âåðõíþþ
ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

P (A|c) = min
k=1,...,M

P (A|n(k)), P (A|c) = max
k=1,...,M

P (A|n(k)).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ïîäìíîæåñòâà Ai ñîäåðæàò òîëü-
êî îäèí ýëåìåíò, M = 1 è

P (A|c) = P (A|n(k)), P (A|c) = P (A|n(k)).
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Òàê êàê âåêòîðû n(k) çàâèñÿò îò c, òî ðåçóëüòèðóþùèå
íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòè (ïîñëå ìèíèìèçàöèè è ìàêñè-
ìèçàöèè P (A|n(k))) çàâèñÿò îò c è áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ P (A|c)
è P (A|c).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ñêàçàííîå âûøå ñïðàâåäëèâî
è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Ω � íåêîòîðûé èíòåðâàë âåùåñòâåííûõ
÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ìíîæåñòâî Ω ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ê êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü {i} = {(i1, ..., in, in+1)} � ìíîæåñòâî âñåõ
äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç n+ 1 ýëåìåíòîâ, òàêèõ ÷òî
ij ∈ {0, 1}. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà i îïðåäåëèì èíòåðâàë Bk
(k = 1, ..., 2n+1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Bk =

 ⋂
j:ij=1

Aj

⋂ ⋂
j:ij=0

Acj

 , ij ∈ i.

Çäåñü An+1 = Ω. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Ω ðàçäåëåíî íà
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ Bk,
÷òî B1∪ ...∪BK = Ω, K = 2n+1. Áîëåå òîãî, êàæäûé èíòåðâàë
Ai ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà èíòåðâàëîâ Bk. Ïîýòîìó, àññîöèèðóÿ êàæäûé èíòåðâàë Bk
ñ óðíîé, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäå-
ëåé, ðàññìîòðåííûõ âûøå.

Çàìåòèì, ÷òî îöåíêîé âåðîÿòíîñòè θi âûáîðà øàðà èç i-

é óðíû ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå n
(k)
i /N . Ïðè ýòîì äàííàÿ îöåíêà

çàâèñèò îò íîìåðà âîçìîæíîé ðåàëèçàöèè k. Ïóñòü J � ìíîæå-
ñòâî èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ A, ò.å. A = {ωj : j ∈ J}. Òîãäà âåðî-
ÿòíîñòü P (A|n(k)) ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè èìåþùèõñÿ äàííûõ

n(k) ðàâíà
∑

j∈J n
(k)
j /N . Îòñþäà ìîæíî íàéòè

P (A|c) = min
k=1,...,M

∑
j∈J

n
(k)
j /N, P (A|c) = max

k=1,...,M

∑
j∈J

n
(k)
j /N.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî øàðîâ èç A íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå, ÷åì ñóììà âñåõ øàðîâ èç ïîäìíîæåñòâ Ai ⊆ A,
òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ Ai  A øàðû èç Ai ìîãóò
áûòü âûáðàíû òàêæå èç óðí, íàõîäÿùèõñÿ âíå A. Ïîýòîìó
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ìèíèìóì ñóììû
∑

j∈J n
(k)
j äîñòèãàåòñÿ äëÿ êîìáèíàöèè øà-

ðîâ n(k), âûáðàííûõ èç ïîäìíîæåñòâ Ai ⊆ A, è

min
k=1,...,M

∑
j∈J

n
(k)
j =

∑
i:Ai⊆A

ci.

Êîëè÷åñòâî øàðîâ èç A íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì ñóììà
âñåõ øàðîâ èç òàêèõ ïîäìíîæåñòâ Ai, ÷òî Ai ∩A 6= ∅. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

max
k=1,...,M

∑
j∈J

n
(k)
j =

∑
i:Ai∩A 6=∅

ci.

Îòñþäà

P (A|c) =
∑

i:Ai⊆A
ci/N =

∑
i:Ai⊆A

m(Ai) = Bel(A),

P (A|c) =
∑

i:Ai∩A 6=∅
ci/N =

∑
i:Ai∩A 6=∅

m(Ai) = Pl(A).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäî-
áèÿ, êàê íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, íà îñíîâå
ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû óðí è øàðîâ.

2.3. Ôóíêöèè äîâåðèÿ è ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà

Ôóíêöèþ äîâåðèÿ è ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü òàêæå â òåðìèíàõ ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ èëè
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòè P (ψ), îïðåäå-
ëåííûå íà ìíîæåñòâå Ψ (ýòî ìíîæåñòâî íàøèõ íàáëþäåíèé),
êîòîðîå ñâÿçàíî ñ ìíîæåñòâîì Ω (ýòî ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé íàøèõ íàáëþäåíèé) ÷åðåç ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå G : Ψ → Po(Ω) (ñì. ðèñ. 2.1). Òîãäà áàçîâûå âåðîÿòíîñòè
âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [24]:

m(Ai) = P (ψi) = ci/N, ψi ∈ Ψ.

Ýòî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå âûðàæàåò íåòî÷íîñòü èç-
ìåðåíèÿ (íàáëþäåíèÿ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ýòèõ
èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé). Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîãîçíà÷íîå
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Ðèñ. 2.1. Ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

îòîáðàæåíèå âûðàæàåò íàøó íåñïîñîáíîñòü ïðèïèñàòü îò-
äåëüíîå ÷èñëî êàæäîìó íàáëþäåíèþ. Äëÿ êàæäîãî ìíîæå-
ñòâà Ai ∈ Po(Ω) çíà÷åíèå áàçîâîé âåðîÿòíîñòè m(Ai) ÿâëÿ-
åòñÿ âåðîÿòíîñòüþ òî÷êè ψi = G−1(Ai) (ψi ∈ Ψ). Ñëó÷àéíîå
ìíîæåñòâî10 åñòü ïàðà (F ,m), ãäå F � ñåìåéñòâî âñåõ N ôî-
êàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ìíîæåñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì
ïðîèçâåäåíèåì k ìíîæåñòâ, ò.å. Ω = Ω1 × ... × Ωk, òî âìåñòî
ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà èìååì ñëó÷àéíîå îòíîøåíèå11.

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ âìåñòî ïîä-
ñ÷åòà ïîÿâëåíèé îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω ïîäñ÷è-
òûâàþòñÿ íàáëþäåíèÿ ïîäìíîæåñòâ Ai ⊆ Ω è êàæäîå íàáëþ-
äåíèå ïîäìíîæåñòâà Ai ⊆ Ω óêàçûâàåò, ÷òî ñîáûòèå èìååò
ìåñòî ãäå-òî â Ai áåç êîíêðåòíîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
â êàæäîé òî÷êå Ai. Ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ñóì-
ìàðíûì âåñîì m(Ai) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íà èíòåðâàëå
(ïîäìíîæåñòâå) Ai, è âñå îíè ðàâíîïðàâíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
íè îäíî èç íèõ íå ìîæåò áûòü âûáðàíî êàê íàèáîëåå ïðåäïî-
÷òèòåëüíîå áåç äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè.

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ω, ò.å.
A ⊆ Ω. Åñëè îïðåäåëèòü X∗ êàê ïîäìíîæåñòâî Ψ, ýëåìåí-
òû êîòîðîãî äîëæíû îáÿçàòåëüíî âåñòè ÷åðåç ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå G ê A, ò.å.

X∗ = {ψ ∈ Ψ : G(ψ) ⊆ A},

òî íèæíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ïîäìíîæåñòâà A, â ñîîòâåò-

10random set (àíãë.)
11random relation (àíãë.)
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Ðèñ. 2.2. Ñîîòíîøåíèå ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ ïðè ìíîãîçíà÷íîì
îòîáðàæåíèè

ñòâèåì ñ ïðèíöèïîì èíäóêòèâíîãî âûâîäà Äåìïñòåðà [24],
îïðåäåëÿåòñÿ êàê P (A|c) = P (X∗). Ïðè ýòîì

P (X∗) =
∑

i:ψi∈X∗

P (ψi) =
∑

i:G(ψi)⊆A

m(Ai) =
∑

i:Ai⊆A
m(Ai).

Åñëè îïðåäåëèòü X∗ êàê ïîäìíîæåñòâî Ψ, ýëåìåíòû êîòîðîãî
ìîãóò âåñòè ÷åðåç ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå G ê A, ò.å.

X∗ = {ψ ∈ Ψ : G(ψ) ∩A 6= ∅},

òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ïîäìíîæåñòâà A îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê P (A|c) = P (X∗). Ïðè ýòîì

P (X∗) =
∑

i:ψi∈X∗
P (ψi) =

∑
i:G(ψi)∩A 6=∅

m(Ai) =

=
∑

i:Ai∩A 6=∅
m(Ai).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà E ⊂ Ω
ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû åãî
âåðîÿòíîñòè. Ïðè ýòîì íèæíÿÿ ãðàíèöà P (E|c) åñòü ôóíêöèÿ
äîâåðèÿ Bel(E), à âåðõíÿÿ ãðàíèöà P (E|c) � ôóíêöèÿ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ Pl(E).

Ïðèìåð 2.4. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ñêàçàííîãî ðàññìîòðèì
ïðèìåð ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2.2. Èç
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ðèñ. 2.2 âèäíî, ÷òî èìåþò ìåñòî òðè èíòåðâàëà íàáëþäåíèé A1,
A2 è A3, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò òðè òî÷êè íà ìíîæåñòâå Ψ. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîäìíîæåñòâó E íà Ω ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâî
X∗ = {ψ1, ψ3}. Ñëåäîâàòåëüíî,

Bel(E) = Pr({ψ1, ψ3}) = P (ψ1) + P (ψ3) = m(A1) +m(A3).

Èç ðèñ. 2.2 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâó E ñîîòâåòñòâóåò ïîä-
ìíîæåñòâî X∗ = {ψ1, ψ2, ψ3}. Îòñþäà

Pl(E) = Pr({ψ1, ψ2, ψ3}) = P (ψ1) + P (ψ2) + P (ψ3) =
= m(A1) +m(A2) +m(A3).

2.4. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ω ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì èëè
ïîäìíîæåñòâîì âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å. Ω = R èëè
Ω ⊂ R. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ èíòåð-
âàëîâ (ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ) Ai, i = 1, ..., n, ñ áàçîâûìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè, îïðåäåëåííûìè â (2.1). Åñëè ãîâîðèòü î ôóíêöèÿõ
äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ êàê î íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ âå-
ðîÿòíîñòè, òî, ðàññìàòðèâàÿ èíòåðâàëû Ex = (−∞, x], ìîæíî
ïîñòðîèòü íèæíþþ è âåðõíþþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èíôîðìàöèÿ î êîòîðîé äàíà â
âèäå íàáîðà ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ Ai ñîâìåñòíî ñ íåíóëåâûìè
áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè m(Ai).

Ïóñòü Ω � ïîäìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îãðàíè-
÷åííûõ çíà÷åíèÿìè Ω∗ è Ω∗. Òîãäà íèæíÿÿ F è âåðõíÿÿ
F ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû X, î êîòîðîé èìåþòñÿ äàííûå â âèäå èíòåðâàëîâ Ai,
i = 1, ..., n, ïðèíèìàþò âèä

F (x) = P ({ω ≤ x}) =
{ ∑

i:supAi≤x ci/N, x < Ω∗

1, x = Ω∗
,

F (x) = P ({ω ≤ x}) =
{ ∑

i:inf Ai≤x ci/N, x > Ω∗
0, x = Ω∗

.

Ýòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìè äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ñîâìåñòè-
ìû ñ èìåþùèìèñÿ äàííûìè. Êðîìå òîãî, ïîëó÷àåìûå ãðàíè-
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öû ÿâëÿþòñÿ ñòóïåí÷àòûìè è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàì-
êàõ àïïàðàòà �âåðîÿòíîñòíûõ áëîêîâ� èëè �p-áëîêîâ�12. P-
áëîêè13 [13] � ýòî êëàññ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé,
îãðàíè÷åííûõ íåêîòîðûìè íèæíèìè è âåðõíèìè ôóíêöèÿ-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [13, 60], êàæäàÿ
ñòðóêòóðà Äåìïñòåðà�Øåéôåðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò óíè-
êàëüíóþ ñòðóêòóðó p-áëîêîâ è êàæäàÿ ñòðóêòóðà p-áëîêîâ
èìååò ýêâèâàëåíòíûé íàáîð ñòðóêòóð Äåìïñòåðà�Øåéôåðà.

Òàê êàê ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
ãðàíèöàìè äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû X, òî ìîæíî âû÷èñëèòü íèæíåå è âåðõíåå
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ïðè ýòîì
ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò-
ñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè X �
íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî

EX =
∫

Ω
ω

dF (x)
dx

dω = N−1
n∑
i=1

ci · inf Ai =

=
n∑
i=1

m(Ai) · inf Ai, (2.3)

EX =
∫

Ω
ω

dF (x)
dx

dω = N−1
n∑
i=1

ci · supAi =

=
n∑
i=1

m(Ai) · supAi. (2.4)

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé, òî âû-
ðàæåíèÿ äëÿ êóìóëÿòèâíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îñòàþòñÿ àáñîëþòíî òàêèìè æå.

Ïðèìåð 2.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ øåñòü ýêñïåðòíûõ îöå-
íîê (N = 6) î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûX, õàðàê-
òåðèçóþùåé ñòîèìîñòü àêöèé íåêîòîðîé ôèðìû â óñëîâíûõ åäè-
íèöàõ íà ñëåäóþùèé äåíü, êîòîðàÿ ìîæåò ìåíÿòüñÿ â èíòåðâàëå

12p-boxes (àíãë.)
13Ïîäðîáíûé àíàëèç ð-áëîêîâ è àëãîðèòìû ðàáîòû ñ íèìè ìîæíî íàé-

òè â ðàçäåëå 9.7.
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Ðèñ. 2.3. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ω = [0, 10]. Òðè ýêñïåðòà (c1 = 3) îöåíèëè èíòåðâàë ñòîèìîñòè
àêöèé A1 = [4, 5], äâà ýêñïåðòà (c2 = 2) ïðåäîñòàâèëè èíòåðâàë
A2 = [2, 4], è îäèí ýêñïåðò (c3 = 1) ïðåäîñòàâèë èíòåðâàë A3 = [1, 5].
Îòñþäà

m(A1) = 1/2, m(A2) = 1/3, m(A3) = 1/6.

Ãðàôèêè íèæíåé è âåðõíåé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàíû íà
ðèñ. 2.3. Íèæíÿÿ ãðàíèöà îæèäàåìîé öåíû àêöèé ðàâíà

EX =
1
2
· 4 +

1
3
· 2 +

1
6
· 1 = 2.833,

à âåðõíÿÿ ãðàíèöà îæèäàåìîé öåíû àêöèé ðàâíà

EX =
1
2
· 5 +

1
3
· 4 +

1
6
· 5 = 4.667.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ h(X) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X, òî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ôóíêöèè h îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé,
îáîáùàþùèõ (2.3) è (2.4):

Eh(X) =
n∑
i=1

m(Ai) · inf
x∈Ai

h(x),

Eh(X) =
n∑
i=1

m(Ai) · sup
x∈Ai

h(x).
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2.5. Îñíîâíûå îòëè÷èÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ

Îòìåòèì îñíîâíûå îòëè÷èÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé è òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ òàêèõ
îïðåäåëÿþùèõ èõ ïîíÿòèé, êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è áà-
çîâûå âåðîÿòíîñòè.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé
è áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðâûå
îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé Ω, à âòîðûå îïðåäåëåíû
íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω. Êàê ñëåäñòâèå,
áàçîâûå âåðîÿòíîñòè, ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ èìå-
þò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, îòëè÷àþùèå èõ îò ýëåìåíòîâ òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé.

1. Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ m(Ω) = 1. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé óñëîâèå Pr(Ω) = 1
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îáÿçàòåëüíî. Áîëåå òîãî, åñëè m(Ω) = 1,
òî ñåìåéñòâî âñåõ ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ åñòü F = {Ω}, ò.å.
èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ôîêàëüíûé ýëåìåíò è ýòèì ýëåìåíòîì
ÿâëÿåòñÿ ñàìî ìíîæåñòâî Ω. Ýòî ñëó÷àé ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ
êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè, è âñå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé ìîãóò áûòü ïðèïèñàíû ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà Ω. Â
ðàìêàõ æå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìó-
ìà ýíòðîïèè, äëÿ îïèñàíèÿ îòñóòñòâèÿ êàêîé-ëèáî èíôîðìà-
öèè èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà Ω. Åñëè èìå-
åòñÿ åäèíñòâåííûé ôîêàëüíûé ýëåìåíò A ⊂ Ω, òî m(A) = 1 è
m(Ω) = 0.

2. Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ m(A) ≤ m(B), åñëè A ⊆ B, è íàîáîðîò. Â òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé äàííîå óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îáÿçàòåëüíî.
Áîëåå òîãî, â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ êàæäûé ôîêàëü-
íûé ýëåìåíò äîëæåí ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáúåêò ñàì ïî ñå-
áå. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m(A) ≤ m(B), òî ýòî ëèøü
îçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò A èìååò ìåíüøóþ âåðîÿòíîñòü, ÷åì îáú-
åêò B, íî ïðè ýòîì ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
A ⊆ B.

3. Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ íåò ñëèøêîì æåñòêîé
ñâÿçè ìåæäó áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè m(A) è m(Ac), ãäå Ac
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� äîïîëíåíèå ê A. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé âñåãäà èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî Pr(A) = 1− Pr(Ac).

Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ àíàëîãàìè îñíîâíûõ
ñâîéñòâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1. Ïóñòü {Ai, i = 1, ..., n} � ìíîæåñòâî âñåõ ôîêàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∑n
i=1m(Ai) = 1.

2. Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Bel(A) =
1− Pl(Ac) è Pl(A) = 1− Bel(Ac).

2.6. Ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâ

Èíôîðìàöèÿ â âèäå ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ôîêàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ñ èõ áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Ýòè èñòî÷íèêè ïðåäîñòàâëÿþò ðàç-
ëè÷íûå äàííûå îá îäíîì è òîì æå îáúåêòå èëè ÿâëåíèè, íî
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äëÿ êîìáèíèðîâàíèÿ äàííûõ, ïî-
ëó÷åííûõ èç íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ, èñïîëüçóåòñÿ ðÿä ïðà-
âèë. Ïðè ýòîì êàæäîå ïðàâèëî èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è
íåäîñòàòêè. Äîñòàòî÷íî äåòàëüíûé è êðèòè÷åñêèé îáçîð ñó-
ùåñòâóþùèõ ïðàâèë êîìáèíèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
[13, 74]. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì òîëüêî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-
íûå èç íèõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà èñòî÷íèêà äàííûõ. Ïåð-
âûé èñòî÷íèê ïðåäîñòàâëÿåò N1 íàáëþäåíèé (ñâèäåòåëüñòâ)

A
(1)
i ⊆ Ω, i = 1, ..., n1, è c

(1)
i � ÷èñëî íàáëþäàåìûõ ìíîæåñòâ

A
(1)
i , i = 1, ..., n1. Âòîðîé èñòî÷íèê ïðåäîñòàâëÿåò N2 íàáëþ-

äåíèé (ñâèäåòåëüñòâ) A
(2)
i ⊆ Ω, i = 1, ..., n2, è c

(2)
i � ÷èñëî

íàáëþäàåìûõ ìíîæåñòâ A
(2)
i , i = 1, ..., n2.

2.6.1. Ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà

Ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà îñíîâàíî íà ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî èñòî÷íèêè äàííûõ àáñîëþòíî íåçàâèñèìû. Îáî-
çíà÷èì áàçîâûå âåðîÿòíîñòè ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ èç ïåðâîãî è âòîðîãî èñòî÷íèêîâ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m1(A(1)
i ) = c

(1)
i /N1, m2(A(2)

j ) = c
(2)
j /N2.
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Òîãäà êîìáèíèðîâàííàÿ áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü (m12) âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

m12(A) =
1

1−K
∑

A
(1)
i ∩A

(2)
j =A

m1(A(1)
i )m2(A(2)

j ),

ãäå
K =

∑
A

(1)
i ∩A

(2)
j =∅

m1(A(1)
i )m2(A(2)

j )

è m12(∅) = 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâà ôîêàëüíûõ ýëåìåíòà èç

ðàçíûõ èñòî÷íèêîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. A
(1)
i ∩A

(2)
j = ∅, òî ñî-

îòâåòñòâóþùèå èñòî÷íèêè ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó èëè êîí-
ôëèêòóþò. Íàïðèìåð, åñëè îäèí ýêñïåðò ñ÷èòàåò, ÷òî òåìïå-
ðàòóðà âîçäóõà íà ñëåäóþùèé äåíü áóäåò â èíòåðâàëå îò 10 äî
12 ãðàäóñîâ, à äðóãîé ýêñïåðò ïîëàãàåò, ÷òî òåìïåðàòóðà áóäåò
â ïðåäåëàõ îò 16 äî 20 ãðàäóñîâ, òî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî
ýêñïåðòíûå îöåíêè ïðîòèâîðå÷èâû èëè êîíôëèêòíû, òàê êàê
[10, 12] ∩ [16, 20] = ∅. Êîíôëèêòíîñòü ñâèäåòåëüñòâ ó÷èòûâà-
åòñÿ êîýôôèöèåíòîì K, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùóþ
áàçîâóþ âåðîÿòíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ êîíôëèêòíûìè ñâèäåòåëü-
ñòâàìè. Åñëè âñå ñâèäåòåëüñòâà ïðîòèâîðå÷èâû, ò.å. K = 1, òî
ïîëíîñòüþ ïðîòèâîðå÷èâûå èñòî÷íèêè íå ìîãóò áûòü îáúåäè-
íåíû ïðè ïîìîùè ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà.

Ïðèìåð 2.6. ×åòûðå ïðåäïðèÿòèÿ (Ω = {1, 2, 3, 4}) ÿâëÿþòñÿ êàí-
äèäàòàìè äëÿ ïîêóïêè àêöèé. 5 ýêñïåðòîâ èç ïåðâîé ãðóïïû ñ÷è-
òàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè ïåðâîãî ïðåäïðèÿòèÿ; 3 ýêñ-
ïåðòà èç ïåðâîé ãðóïïû ñ÷èòàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè
âòîðîãî èëè òðåòüåãî ïðåäïðèÿòèÿ; 8 ýêñïåðòîâ èç âòîðîé íåçàâèñè-
ìîé ãðóïïû ñ÷èòàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè ïåðâîãî èëè
âòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ; 7 ýêñïåðòîâ èç âòîðîé ãðóïïû ñ÷èòàþò, ÷òî
íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè òðåòüåãî ïðåäïðèÿòèÿ, è îäèí ýêñïåðò
èç âòîðîé ãðóïïû ñ÷èòàåò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè ÷åòâåð-

òîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ïåðâûé èñòî÷íèê: N1 = 8, c(1)
1 = 5, A(1)

1 = {1},
m1(A(1)

1 ) = 5/8, c(1)
2 = 3, A(1)

2 = {2, 3}, m1(A(1)
2 ) = 3/8. Âòîðîé èñ-

òî÷íèê: N2 = 16, c(2)
1 = 8, A(2)

1 = {1, 2}, m2(A(2)
1 ) = 8/16, c(2)

2 = 3,
A

(2)
2 = {3}, m2(A(2)

2 ) = 7/16, c(2)
3 = 1, A(2)

3 = {4}, m2(A(2)
3 ) = 1/16.

Â òàáë. 2.1 ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå ïåðåñå÷åíèÿ A
(1)
i ∩ A

(2)
j

ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç äâóõ èñòî÷íèêîâ.
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Òàáëèöà 2.1. Äàííûå, ïîëó÷åííûå èç äâóõ èñòî÷íèêîâ,
è èõ ïåðåñå÷åíèÿ

A
(1)
i

{1} {2, 3}
{1, 2} {1} {2}

A
(2)
i {3} ∅ {3}

{4} ∅ ∅

Êîýôôèöèåíò êîíôëèêòíîñòè K âû÷èñëÿåòñÿ, èñõîäÿ èç òîãî

÷òî A
(1)
1 ∩A

(2)
2 = ∅, A(1)

1 ∩A
(2)
3 = ∅, A(1)

2 ∩A
(2)
3 = ∅ (ñì. â òàáë. 2.1

êëåòêè ñ ýëåìåíòàìè �∅�), ò.å.

K = m1(A(1)
1 )m2(A(2)

2 ) +m1(A(1)
1 )m2(A(2)

3 )+

+m1(A(1)
2 )m2(A(2)

3 ) =

=
5
8
· 7

16
+

5
8
· 1

16
+

3
8
· 1

16
= 0.336

Îòñþäà 1 − K = 1 − 0.336 = 0.664. Èç òàáë. 2.1 òàêæå âèäíî, ÷òî
íåïóñòûå ïåðåñå÷åíèÿ èìåþò âèä {1}, {2}, {3}. Òîãäà

m12({1}) = m1(A(1)
1 )m2(A(2)

1 )/0.664 = 0.4706,

m12({2}) = m1(A(1)
2 )m2(A(2)

1 )/0.664 = 0.2824,

m12({3}) = m1(A(1)
2 )m2(A(2)

2 )/0.664 = 0.2470.

Èç ïîëó÷åííûõ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèè
äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ:

Bel({1}) = m12({1}) = Pl({1}) = 0.4706,

Bel({2}) = m12({2}) = Pl({2}) = 0.2824,

Bel({3}) = m12({3}) = Pl({3}) = 0.2470.

Â îòçûâå íà êíèãó Øåéôåðà �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñâè-
äåòåëüñòâ� Çàäå ïðåäñòàâèë ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðà-
âèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà ìîæåò äàâàòü �íåêîððåêò-
íûå� ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðîòèâîðå÷è-
âûõ äàííûõ. Ïðåäñòàâèì, ÷òî ïàöèåíò îñìàòðèâàåòñÿ äâóìÿ
âðà÷àìè-òåðàïåâòàìè ïî ïîâîäó íåâðîëîãè÷åñêèõ ñèìïòîìîâ.
Ïåðâûé âðà÷ óâåðåí, ÷òî ó ïàöèåíòà ëèáî ìåíèíãèò ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0.99, ëèáî îïóõîëü ìîçãà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.01. Âòîðîé
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âðà÷ óâåðåí, ÷òî ó ïàöèåíòà ðàññòðîéñòâî íåðâíîé ñèñòåìû
ïîñëå ñîòðÿñåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99, íî äîïóñêàåò îïóõîëü
ìîçãà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.01. Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå ñâèäå-
òåëüñòâà ïðè ïîìîùè ïðàâèëà Äåìïñòåðà, ïîëó÷àåì ðàâåí-
ñòâî

Bel(îïóõîëü) = m(îïóõîëü) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåçóëüòàò êîìáèíèðîâàíèÿ ïîääåðæèâàåò
ïîëíîñòüþ äèàãíîç, êîòîðûé îáà âðà÷à ðàññìàòðèâàþò êàê
î÷åíü ìàëîâåðîÿòíûé. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè÷èíîé
òàêîãî ðåçóëüòàòà ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èñòî÷-
íèêè àáñîëþòíî íàäåæíû è ïðåäîñòàâëÿþò âåðíûå ñâåäåíèÿ.
Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè ïðîòèâîðå÷èâûõ îöåíîê èç ðàçëè÷íûõ
èñòî÷íèêîâ ïðàâèëî Äåìïñòåðà �èùåò� òî îáùåå, ÷òî èìååòñÿ
â îáîèõ èñòî÷íèêàõ, è �îòáðàñûâàåò� âñå, ÷òî ðàçëè÷àåòñÿ â
íèõ.

2.6.2. Ïðàâèëî äèñêîíòèðîâàíèÿ

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìï-
ñòåðà ïðåäïîëàãàåò àáñîëþòíóþ íàäåæíîñòü èñòî÷íèêîâ èí-
ôîðìàöèè. Îäíàêî ñóùåñòâóåò âñåãäà ñîìíåíèå, ÷òî èñòî÷-
íèêè àáñîëþòíî íàäåæíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü íàäåæ-
íîñòü èñòî÷íèêîâ, Øåéôåð ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàíèå äèñêîí-
òèðîâàíèÿ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì
α ∈ [0, 1], õàðàêòåðèçóþùèì íàäåæíîñòü èñòî÷íèêà, ò.å. óìíî-
æåíèÿ áàçîâîé âåðîÿòíîñòè íà α. Â ðåçóëüòàòå äëÿ êàæäîãî
ôîêàëüíîãî ýëåìåíòà A ïîëó÷àåì íîâûå áàçîâûå âåðîÿòíî-
ñòè mα(A) = (1 − α)m(A). Åñëè êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâà-
íèÿ ðàâåí 1, òî èñòî÷íèê ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåíàäåæíûì è
mα(A) = 0. Íàîáîðîò, åñëè α = 0, òî èñòî÷íèê ÿâëÿåòñÿ àáñî-
ëþòíî íàäåæíûì èmα(A) = m(A). ×òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå
íîðìèðîâàíèÿ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé (ñóììà áàçîâûõ âåðîÿò-
íîñòåé âñåõ ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíà 1), ïðè äèñêîíòèðî-
âàíèè äîáàâëÿåòñÿ áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü âñåãî ìíîæåñòâà Ω,
ò.å. mα(Ω) = α+ (1−α)m(Ω). Ôàêòè÷åñêè äîáàâëåíèå íåíóëå-
âîé áàçîâîé âåðîÿòíîñòè Ω íå ìåíÿåò èíôîðìàöèè, èìåþùåé-
ñÿ â ðàñïîðÿæåíèè. Åñëè ýêñïåðò ãîâîðèò, ÷òî �ëþáîé ýëåìåíò
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Ω� ìîæåò áûòü �èñòèííûì� çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
òî îí íå äàåò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äèñêîíòèðîâàíèÿ
äàæå ïðè î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèÿõ α äåëàåò êîýôôèöèåíò K
â ïðàâèëå êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà íå ðàâíûì 1 è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîçâîëÿåò âñåãäà íàéòè êîìáèíèðîâàííóþ îöåíêó
íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà ïðîòèâîðå÷èâîé èíôîðìàöèè14.

Ïðèìåð 2.7. Âåðíåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó î ïîêóïêå àêöèé
÷åòûðåõ ïðåäïðèÿòèé. 100 ýêñïåðòîâ èç ïåðâîé ãðóïïû ñ÷èòàþò,
÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè âòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ; 60 ýêñïåðòîâ
èç ïåðâîé ãðóïïû ñ÷èòàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè âòîðî-
ãî èëè òðåòüåãî ïðåäïðèÿòèÿ; 8 ýêñïåðòîâ èç âòîðîé íåçàâèñèìîé
ãðóïïû ñ÷èòàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè ïåðâîãî. Ïåðâûé

èñòî÷íèê: N1 = 160, c(1)
1 = 100, A(1)

1 = {2}, m1(A(1)
1 ) = 100/160,

c
(1)
2 = 60, A(1)

2 = {2, 3}, m1(A(1)
2 ) = 60/160. Âòîðîé èñòî÷íèê:

N2 = 8, c(2)
1 = 8, A(2)

1 = {1}, m2(A(2)
1 ) = 1. Íåòðóäíî óâèäåòü,

÷òî
K = m1(A(1)

1 )m2(A(2)
1 ) +m1(A(1)

2 )m2(A(2)
1 ) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü êîìáèíèðîâàííóþ îöåí-
êó, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà. Ïîýòîìó èñ-
ïîëüçóåì ïðàâèëî äèñêîíòèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì íàäåæíîñòè èñòî÷-
íèêîâ. Òàê êàê ïåðâûé èñòî÷íèê ñîäåðæèò íàìíîãî áîëüøå ýêñïåð-
òîâ, ÷åì âòîðîé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü åãî áîëåå íàäåæíûì ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ïåðâûì èñòî÷íèêîì15. Ïðèìåì α1 = 1 − 160/168 = 0.048 è
α2 = 1 − 8/168 = 0.952. Çàìåòèì, ÷òî âîâñå íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû
ñóììà êîýôôèöèåíòîâ äèñêîíòèðîâàíèÿ áûëà áû ðàâíà 1. Òîãäà

mα1
1 (A(1)

1 ) = (1− α1) · 100/160 = 0.595,

mα1
1 (A(1)

2 ) = (1− α1) · 60/160 = 0.357,

mα1
1 (Ω) = α1 = 0.048,

14Îäíîé èç ïðè÷èí ýòîãî ôàêòà ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâàÿ áàçîâàÿ âåðîÿò-
íîñòü Ω. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îöåíêà Ω íå äàåò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ðàçìûâàåò êîíå÷íûé ðåçóëüòàò è çà
ñ÷åò ýòîãî äåëàåò åãî áîëåå îñòîðîæíûì.

15Ïîäõîä äëÿ àíàëèçà êîýôôèöèåíòîâ äèñêîíòèðîâàíèÿ, èñïîëüçóå-
ìûé â ïðèìåðå, îñíîâàí íà ïîäñ÷åòå îòíîñèòåëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ êî-
ëè÷åñòâà îöåíîê êàæäîãî èñòî÷íèêà. Ýòîò ïîäõîä íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì ñ
ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, íî ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êî-
ãäà íåò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î íàäåæíîñòè èñòî÷íèêîâ.
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mα2
2 (A(2)

1 ) = (1− α2) · 1 = 0.048,

mα2
2 (Ω) = α2 = 0.952.

Òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà,
ñîãëàñíî êîòîðîìó

K = mα1
1 (A(1)

1 )mα2
2 (A(2)

1 ) +mα1
1 (A(1)

2 )mα2
2 (A(2)

1 ) =
= 0.595 · 0.048 + 0.357 · 0.048 = 0.046,

1−K = 0.954,

m12({1}) = mα1
1 (Ω)mα2

2 (A(2)
1 )/(1−K) =

= 0.048 · 0.048/0.954 = 0.002,

m12({2}) = mα1
1 (A(1)

1 )mα2
2 (Ω)/(1−K) =

= 0.595 · 0.952/0.954 = 0.594,

m12({2, 3}) = mα1
1 (A(1)

2 )mα2
2 (Ω)/(1−K) =

= 0.357 · 0.952/0.954 = 0.356,

m12(Ω) = mα1
1 (Ω)mα2

2 (Ω)/(1−K) =
= 0.048 · 0.952/0.954 = 0.048.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

m12({1}) +m12({2}) +m12({2, 3}) +m12(Ω) = 1.

Íàéäåì ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âñåõ ïðåäïðèÿòèé

Bel({1}) = m12({1}) = 0.002,
Pl({1}) = m12({1}) +m12(Ω) = 0.05,

Bel({2}) = m12({2}) = 0.594,
Pl({2}) = m12({2}) +m12({2, 3}) +m12(Ω) = 0.998,

Bel({3}) = 0, Pl({3}) = m12({2, 3}) +m12(Ω) = 0.404,

Bel({4}) = 0, Pl({4}) = m12(Ω) = 0.048.
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2.6.3. Ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ ßãåðà

Îäíîé èç àëüòåðíàòèâ ðàññìîòðåííûì âûøå ïðàâèëàì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðàâèëî ïðåäëîæåííîå ßãåðîì [144]. Îí îòìåòèë, ÷òî
âàæíûì ïîëîæèòåëüíûì ñâîéñòâîì ðÿäà ïðàâèë êîìáèíèðî-
âàíèÿ ñâèäåòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñïîñîáíîñòü ìîäèôèöèðîâàòü
óæå êîìáèíèðîâàííóþ ñòðóêòóðó, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ èí-
ôîðìàöèÿ. Ýòî ñâîéñòâî òàêæå íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîñòüþ
ïðàâèë. Â òî æå âðåìÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìåííî îòñóò-
ñòâèå ýòîãî ñâîéñòâà èìååò ïîëîæèòåëüíûå ñòîðîíû. Íàïðè-
ìåð, àðèôìåòè÷åñêîå ñðåäíåå, êàê ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî, èìåÿ â ðàñïî-
ðÿæåíèè íåêîòîðîå ñðåäíåå, íåëüçÿ åãî ìîäèôèöèðîâàòü ïðè
ïîëó÷åíèè íîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè. Îäíàêî àðèô-
ìåòè÷åñêîå ñðåäíåå ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü, äîáàâëÿÿ íîâûå
òî÷å÷íûå äàííûå ê ñóììå óæå ñóùåñòâóþùèõ äàííûõ è ðàçäå-
ëèâ íîâóþ ñóììó íà îáùåå ÷èñëî äàííûõ. Ýòî ñâîéñòâî íàçû-
âàåòñÿ êâàçèàññîöèàòèâíîñòüþ, íà îñíîâå êîòîðîãî ßãåð ðàç-
ðàáîòàë ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâ.

ßãåð ââåë òàê íàçûâàåìóþ êîìáèíèðîâàííóþ �óíèâåðñàëü-
íóþ� âåðîÿòíîñòü q, îïðåäåëÿåìóþ êàê

q(A) =
∑

B∩C=A

m1(B)m2(C),

ãäå A � ïåðåñå÷åíèå ïîäìíîæåñòâ B ∈ Po(Ω) è C ∈ Po(Ω).
Êîìáèíèðîâàííàÿ âåðîÿòíîñòü q ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñâèäåòåëüñòâ. Ïóñòü m1, ...,mn � áàçîâûå
âåðîÿòíîñòè n èñòî÷íèêîâ äàííûõ è Fi � ìíîæåñòâî ôîêàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ i-ìó èñòî÷íèêó äàííûõ, à

A
(i)
k � îäèí èç ýëåìåíòîâ Fi. Òîãäà ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

q(A) =
∑

A
(1)
i ∩A

(2)
j ∩···∩A

(n)
k =A

m1(A(1)
i )m2(A(2)

j ) · · ·mn(A(n)
k ).

Îäíèì èç î÷åâèäíûõ îòëè÷èé ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ
ßãåðà îò ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ïðàâèë ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå
êîýôôèöèåíòà íîðìàëèçàöèè 1 − K. Â ïðàâèëå êîìáèíèðî-
âàíèÿ ßãåðà åãî óäàëîñü èçáåæàòü áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî êîì-
áèíèðîâàííàÿ âåðîÿòíîñòü q ïóñòîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü
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áîëüøå 0, ò.å. q(∅) ≥ 0. Ïðè ýòîì q(∅) âû÷èñëÿåòñÿ àáñîëþò-
íî òàê æå êàê êîýôôèöèåíò êîíôëèêòíîñòè èñòî÷íèêîâ K â
ïðàâèëå êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà. Çàòåì ßãåð äîáàâëÿåò
çíà÷åíèå q(∅) ê êîìáèíèðîâàííîé �óíèâåðñàëüíîé� âåðîÿòíî-
ñòè q(Ω) âñåãî ìíîæåñòâà Ω äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìáèíèðîâàííîé
áàçîâîé âåðîÿòíîñòè

mYag(Ω) = q(Ω) + q(∅).

Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî íîðìàëèçàöèè ñ ó÷åòîì ïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè èñòî÷íèêîâ, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðàâèëå êîì-
áèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà, ßãåð ïåðåíîñèò ïðîòèâîðå÷èâîñòü,
èëè êîíôëèêòíîñòü, ñâèäåòåëüñòâ íà âñå ìíîæåñòâî Ω. Ïðè
ýòîì áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü mYag(Ω) ìîæåò òåïåðü èíòåðïðåòè-
ðîâàòüñÿ êàê ñòåïåíü íåçíàíèÿ èëè íåîïðåäåëåííîñòè.

Áàçîâûå âåðîÿòíîñòè äëÿ äðóãèõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ
êàê

mYag(∅) = 0, mYag(A) = q(A), A 6= ∅, A 6= Ω.

Áàçîâûå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðà-
âèëà êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà, ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷å-
ðåç êîìáèíèðîâàííûå �óíèâåðñàëüíûå� âåðîÿòíîñòè q, ïîëó-
÷åííûå íà îñíîâå ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ ßãåðà, ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

m(∅) = 0, m(Ω) = q(Ω)/(1− q(∅)),
m(A) = q(A)/(1− q(∅)),

ãäå A 6= ∅, A 6= Ω.

Ïðèìåð 2.8. Âåðíåìñÿ ñíîâà ê ïðèìåðó î ïîêóïêå àêöèé ÷åòû-
ðåõ ïðåäïðèÿòèé. Òàê êàê q(∅) âû÷èñëÿåòñÿ àáñîëþòíî òàê æå êàê
êîýôôèöèåíò ïðîòèâîðå÷èâîñòè, èëè êîíôëèêòíîñòè, K â ïðàâèëå
Äåìïñòåðà, òî q(∅) = 0.336. Îòñþäà

mYag({1}) = q({1}) = m1(A(1)
1 )m2(A(2)

1 ) =

=
5
8
· 8

16
= 0.3125,
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mYag({2}) = q({2}) = m1(A(1)
2 )m2(A(2)

1 ) =

=
3
8
· 8

16
= 0.1875,

mYag({3}) = q({3}) = m1(A(1)
2 )m2(A(2)

2 ) =

=
3
8
· 7

16
= 0.1641,

q(Ω) = 0, mYag(Ω) = q(Ω) + q(∅) = 0.336.

Èç ïîëó÷åííûõ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèè
äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ:

Bel({1}) = mYag({1}) = 0.3125,
Pl({1}) = mYag({1}) +mYag(Ω) = 0.6485,

Bel({2}) = mYag({2}) = 0.1875,
Pl({2}) = mYag({2}) +mYag(Ω) = 0.5235,

Bel({3}) = mYag({3}) = 0.1641,
Pl({3}) = mYag({3}) +mYag(Ω) = 0.5.

2.6.4. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðàâèë
êîìáèíèðîâàíèÿ Èíàãàêè

Èñïîëüçóÿ îñîáåííîñòè ïðàâèë êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòå-
ðà è ßãåðà, Èíàãàêè [49] ïðåäëîæèë ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî ïðàâèë. Ïðè ýòîì îí ââåë òàêóþ ôóíêöèþ f(A), ÷òî äëÿ
íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A ìîæíî çàïèñàòü êîìáèíèðîâàííóþ áà-
çîâóþ âåðîÿòíîñòü â âèäå

m(A) = q(A) + f(A) · q(∅)

è ∑
A⊂Ω, A6=∅

f(A) = 1, f(A) ≥ 0.

Ôóíêöèþ f ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ôóíêöèþ ìàñ-
øòàáà äëÿ q(∅), è ñòåïåíü êîíôëèêòà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåò-
ðîì k = f(A)/q(A). Èíàãàêè îãðàíè÷èë êëàññ ïðàâèë êîìáè-
íèðîâàíèÿ óñëîâèåì

m(A)
m(C)

=
q(A)
q(C)

, A,C 6= ∅, A, C 6= Ω.
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Ñîõðàíåíèå îòíîøåíèÿ ìåæäó m è q îçíà÷àåò, ÷òî íåò
êàêèõ-ëèáî �ìåòàñâåäåíèé� î íàäåæíîñòè èëè êà÷åñòâå èñòî÷-
íèêîâ èíôîðìàöèè èëè ýêñïåðòîâ. Åñëè ïðèìåíèòü íåêîòîðûé
âåñîâîé ìíîæèòåëü ê ñâèäåòåëüñòâàì íà îñíîâå êàêîé-ëèáî
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îá èñòî÷íèêàõ, òî ýòî èçìåíèò
ïðèâåäåííîå îòíîøåíèå è ðàâåíñòâî íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.
Ïîýòîìó ïðàâèëî Èíàãàêè ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî òîëüêî â
ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè îá èñòî÷íèêàõ.

Åñëè òåïåðü îáîçíà÷èòü êîìáèíèðîâàííóþ áàçîâóþ âåðî-
ÿòíîñòü mIn, òî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâåäåííûõ âûøå âûðàæå-
íèé äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

mIn(A) = [1 + kq(∅)]q(A), A 6= ∅, A 6= Ω,

mIn(Ω) = [1 + kq(∅)]q(Ω) + [1 + kq(∅)− k]q(∅),

0 ≤ k ≤ 1
1− q(∅)− q(Ω)

.

Ïàðàìåòð k èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íîðìàëèçàöèè, è åãî çàäàíèå
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì ïðè ðåàëèçàöèè ïðàâèëà êîìáèíèðî-
âàíèÿ, õîòÿ îáîñíîâàííûå ïîäõîäû äëÿ âûáîðà k îòñóòñòâóþò
â ëèòåðàòóðå. Åñëè k = 0, òî ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Èíà-
ãàêè ñîâïàäàåò ñ ïðàâèëîì ßãåðà. Åñëè k = 1/(1 − q(∅)), òî
ïîëó÷àåì ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Èíàãàêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðàâèë ñ ïàðàìåòðîì k.

2.7. Çàêëþ÷åíèå

Òåîðèÿ Äåìïñòåðà�Øåéôåðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîù-
íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåòî÷íîñòè è íåîïðå-
äåëåííîñòè. Îíà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ïîëíîå îòñóòñòâèå
èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ
íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðõíþþ è
íèæíþþ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ. Ñ ýòîé òî÷êè
çðåíèÿ òåîðèÿ Äåìïñòåðà�Øåéôåðà íå ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòè-
âîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à äîïîëíÿåò è îáîáùàåò åå.

Íåñìîòðÿ íà ðÿä äîñòîèíñòâ ðàññìîòðåííîé òåîðèè, îíà
ìîäåëèðóåò òîëüêî îïðåäåëåííûé âèä èñõîäíîé èíôîðìàöèè.
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Êðîìå òîãî, îïðåäåëåíèå áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïðàâèëà (2.1) ìîæåò ïðèâåñòè ê ïðîòèâîðå÷èâûì ðåçóëü-
òàòàì â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Îäíîé èç ïðè÷èí ýòîãî
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âîçìîæíîå îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èí-
ôîðìàöèè (íàáëþäåíèÿ, îöåíêè) äëÿ ÷àñòè ýëåìåíòîâ óíèâåð-
ñàëüíîãî ìíîæåñòâà Ω äåëàåò ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïî-
äîáèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ íóëåâûìè. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïî-
ÿâëåíèå òàêèõ ýëåìåíòîâ àáñîëþòíî íåâîçìîæíî, ÷òî â áîëü-
øèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì è îáóñëîâ-
ëåíî îãðàíè÷åííîñòüþ âûáîðêè. Åñëè ïðè áîëüøîì ÷èñëå íà-
áëþäåíèé îïðåäåëåííàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω íèêàê
áû íå ïðîÿâëÿëàñü, òî ìîæíî ãîâîðèòü î íóëåâîé âåðîÿòíî-
ñòè ïîÿâëåíèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî äëÿ îãðàíè÷åííîé âû-
áîðêè äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì ðèñêîâàííûì.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åäèíè÷íûé êîýôôèöèåíò êîíôëèêò-
íîñòè â ïðàâèëå êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì îòìå÷åííîãî íåäîñòàòêà. Ïîýòîìó äëÿ óñòðàíåíèÿ
îòìå÷åííûõ íåäîñòàòêîâ òðåáóþòñÿ íîâûå ìåòîäû îïèñàíèÿ
íåîïðåäåëåííîñòè è íåòî÷íîñòè, à òàêæå ìîäèôèêàöèè òåî-
ðèÿ Äåìïñòåðà�Øåéôåðà, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.



Ãëàâà 3

Ýëåìåíòû òåîðèè âîçìîæíîñòåé

Â ýòîì ìèðå íåò ãàðàíòèé, åñòü
òîëüêî âîçìîæíîñòè.

Äóãëàñ Ìàêàðòóð

3.1. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà

Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà è òåîðèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ áûëè
ïðåäëîæåíû Çàäå [145] â öåëÿõ ìîäåëèðîâàíèÿ èëè ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îïèñàíèÿ íå÷åòêîñòè, íåòî÷íîñòè è íåîïðåäåëåííîñòè
ìíîãèõ ëèíãâèñòè÷åñêèõ âûðàæåíèé îáû÷íîãî ÿçûêà, êîòî-
ðûå ïîñòîÿííî èñïîëüçóþòñÿ ýêñïåðòàìè â êà÷åñòâå îöåíîê
èëè ñóæäåíèé.

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî1 F íà óíèâåðñàëüíîì ìíîæåñòâå Ω
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè2 µF : Ω → [0; 1], è
µF (ω) åñòü ñòåïåíü òîãî, íàñêîëüêî ýëåìåíò ω ìíîæåñòâà Ω
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó F .

Ìíîæåñòâî Ω â òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ íî-
ñèòåëåì íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà è ñàìî ïî ñåáå íå÷åòêèì íå ÿâ-
ëÿåòñÿ. Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè, è íàîáîðîò, ò.å. çàäàíèå
íå÷åòêîãî ïîäìíîæåñòâà F ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ åãî ôóíê-
öèè ïðèíàäëåæíîñòè µF . Îíî òàêæå âûðîæäàåòñÿ â îáû÷-
íîå ìíîæåñòâî, åñëè åãî ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ïðèíèìàåò
òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1.

Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî F íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì, åñëè
supω µF (ω) = 1. Ìíîæåñòâîì α-óðîâíÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà

1Fuzzy set (àíãë.)
2Membership function (àíãë.)
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F íàçûâàåòñÿ îáû÷íîå ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå êàê

Fα = {ω ∈ Ω, µF (ω) ≥ α} .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω ìîæíî çàïèñàòü óñëîâèå

µF (ω) = sup
0≤α≤1

min (α, µFa(ω)) .

Ïóñòü íå÷åòêèå ìíîæåñòâà F1, ..., Fr îïðåäåëåíû íà ìíîæå-
ñòâàõ Ω1, ...,Ωr è õàðàêòåðèçóþòñÿ ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíî-
ñòè µF1(ω1), ..., µFr(ωr) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü òàêæå f � îòîá-
ðàæåíèå èç Ω1× ...×Ωr âî ìíîæåñòâî Ω, ò.å. g : Ω1, ...,Ωr → Ω.
Òîãäà íå÷åòêîå ìíîæåñòâî F ôóíêöèè f , ò.å. åãî ôóíêöèÿ ïðè-
íàäëåæíîñòè µF (ω), ω ∈ Ω, îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà
îáîáùåíèÿ Çàäå3 [156] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µF (ω) =

{
sup

(ω1,...,ωr):ω=f(ω1,...,ωr)
min

i=1,...,r
µFi(ωi), f−1(ω) 6= 0

0, f−1(ω) = 0
,

ãäå f−1(ω) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ.
Èç ïðèâåäåííîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè µF òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó îïòè-
ìèçàöèè. Ïðè ýòîì ñëîæíîñòü çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷å-
ñòâîì ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f è ìíîæåñòâàìè Ω1, ...,Ωr. Ïî-
ýòîìó èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà îáîáùåíèÿ â åãî îñíîâíîì âè-
äå âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé âû÷èñëè-
òåëüíîé çàäà÷åé. Îäíàêî åñëè ôóíêöèÿ f(ω1, ..., ωr) ÿâëÿåò-
ñÿ ìîíîòîííîé è íåïðåðûâíîé ïî âñåì ïåðåìåííûì, òî çàäà-
÷à îïòèìèçàöèè ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ è âû÷èñëåíèå µF (ω)
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèè f íà ãðàíèöàõ α-
óðîâíåâûõ ñðåçîâ. Ïóñòü ω−i (α) � ëåâàÿ ãðàíèöà è ω+

i (α) �
ïðàâàÿ ãðàíèöà α-óðîâíåâîãî ñðåçà íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà Fi,
îïðåäåëÿåìûå êàê îáðàòíûå ôóíêöèè äëÿ µFi(ωi). Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(ω1, ..., ωr) âîçðàñòà-
åò ïî ω1, ..., ωj è óáûâàåò ïî ωj+1, ..., ωr. Òîãäà ëåâàÿ ω

−(α) è
ïðàâàÿ ω+(α) ãðàíèöû α-óðîâíåâîãî ñðåçà ðåçóëüòèðóþùåãî
íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà F îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ω−(α) = f(ω−1 (α), ..., ω−j (α), ω+
j+1(α), ..., ω+

r (α)),

3Zadeh's extension principle (àíãë.)
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ω+(α) = f(ω+
1 (α), ..., ω+

j (α), ω−j+1(α), ..., ω−r (α)).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f ïî âñåì
àðãóìåíòàì ñëîæíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåé-
øèì èíòåðâàëüíûì âû÷èñëåíèÿì [149, 183].

Ôîðìàëüíîé àíàëîãèåé ïðèíöèïà îáîáùåíèÿ Çàäå â òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë ñâåðòêè, èñïîëüçóåìûé
ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåêî-
òîðîé ôóíêöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â
ïðèíöèïå îáîáùåíèÿ Çàäå çàìåíèòü îïåðàöèþ �sup� èíòåãðà-
ëîì, �min� ïðîèçâåäåíèåì, à ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ïëîò-
íîñòÿìè âåðîÿòíîñòè, òî ïîëó÷èì îáû÷íûé èíòåãðàë ñâåðòêè.
Îäíàêî çäåñü ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî àíàëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî
ôîðìàëüíîé, òàê êàê îñíîâà ýëåìåíòîâ òåîðèè íå÷åòêèõ ìíî-
æåñòâ è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîâåðøåííî ðàçëè÷íàÿ.

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðèíöèï îáîáùåíèÿ â ðàññìîòðåííîì âè-
äå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî íåò ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè íå÷åòêèõ
ìíîæåñòâ. Ýòîò ôàêò îòðàæàåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè îïåðàöèè
ìèíèìóìà. Â îáùåì ñëó÷àå îïåðàöèÿ ìèíèìóìà çàìåíÿåòñÿ
òðåóãîëüíîé íîðìîé T, ò.å. ôóíêöèåé T : [0, 1] × [0, 1] →
[0, 1]. Ïðèìåðàìè òðåóãîëüíûõ íîðì äëÿ äâóõ íå÷åòêèõ ìíî-
æåñòâ ñ ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè µX(x) è µY (y) ÿâëÿþò-
ñÿ ôóíêöèè T1 = min (µX(x), µY (y)), T2 = µX(x) · µY (y),
T3 = max(0, µX(x)+µY (y)−1). Ïîäðîáíîå îïèñàíèå è âàðèàí-
òû èñïîëüçîâàíèÿ òîé èëè èíîé íîðìû ðàññìîòðåíû â ðàáîòå
[28]. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íîðì, îòëè÷-
íûõ îò T1, âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâåííîå óñëîæíåíèå âû÷èñëå-
íèé. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî ïðèíöèïà îáîáùåíèÿ
ïðè àíàëèçå ìîíîòîííûõ ôóíêöèé f , ñâîäÿùåå ñëîæíóþ çà-
äà÷ó îïòèìèçàöèè ê îáû÷íîìó èíòåðâàëüíîìó àíàëèçó, áîëü-
øå íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó â òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ â
îñíîâíîì èñïîëüçóþò òðåóãîëüíóþ íîðìó T1 êàê íåêîòîðîå
ïðèáëèæåíèå äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ.

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðàìêàõ
òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå÷åòêî-
ãî ìíîæåñòâà è îïðåäåëåíèå åãî òî÷íîãî àíàëîãà. Ñóùåñòâó-
åò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (ñì.
[155, 158, 160, 167]). Ðàññìîòðèì òîëüêî îäèí âàæíûé ñëó-
÷àé, êîãäà àíàëèçèðóåòñÿ íå÷åòêàÿ âåðîÿòíîñòü F íåêîòîðîãî
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ñîáûòèÿ A, õàðàêòåðèçóþùàÿ íåèçâåñòíóþ âåðîÿòíîñòü P (A).
Â ýòîì ñëó÷àå Ω = [0, 1]. Ïóñòü µF (p) � ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè íå÷åòêîé âåðîÿòíîñòè F . Ïîêàæåì, ÷òî íå÷åòêîå ÷èñëî
F ãåíåðèðóåò íèæíþþ è âåðõíþþ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A.
Ïóñòü Z(p) � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî
P (A) = p. Òîãäà ôóíêöèÿ Z çàïèñûâàåòñÿ êàê Z(p) = p. Îò-
ñþäà íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A îïðåäåëÿåòñÿ êàê íèæ-
íÿÿ ãðàíèöà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè Z, êîòîðàÿ
âû÷èñëÿåòñÿ êàê [133]

P (A) = 1−
∫ 1

0
sup {µF (p) : p ≤ y} dy.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòü

P (A) =
∫ 1

0
sup {µF (p) : p > y} dy.

Åñëè ôóíêöèÿ µF (p) ÿâëÿåòñÿ óíèìîäàëüíîé ñ âåðøèíîé â
òî÷êå p = p0, òî ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðî-
ùàþòñÿ è èìåþò âèä:

P (A) = p0 −
∫ p0

0
µF (y)dy, P (A) = p0 +

∫ 1

p0

µF (y)dy. (3.1)

Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòêóþ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü ïðè ïîìîùè ãðàíèö âîçìîæíîãî ìíîæåñòâà
âåðîÿòíîñòåé ýòîãî ñîáûòèÿ.

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîé âåðîÿòíî-
ñòè èìååò âèä

µF (p) =
{

1− (a− p)/b, p ≤ a
1 + (a− p)/b, p > a

.

Òîãäà P (A) = a − b/2, P (A) = a + b/2. Åñëè a = 0.75 è b = 0.2,
òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî íåèçâåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü íàõîäèòñÿ â
ïðåäåëàõ [0.6, 0.8].

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè íå÷åòêèõ
ìíîæåñòâ è åå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìîæíî íàéòè
â ðàáîòàõ [155, 158, 160, 167, 175, 179].

66



3.2. Ìåðû âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè

Èñïîëüçóÿ îñíîâíûå èäåè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, äëÿ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè áûëè ïðåäëîæåíû ìåðû èëè ôóíê-
öèè âîçìîæíîñòè [146].

Ìåðà âîçìîæíîñòè4 Π : Po(Ω)→ [0, 1] íà ìíîæåñòâå ìîù-
íîñòè Po(Ω) óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà Ω � ýòî ôóíêöèÿ, îá-
ëàäàþùàÿ ðÿäîì ïðèñóùèõ òîëüêî åé ñâîéñòâ, à èìåííî:

1) Π(∅) = 0 (ìåðà âîçìîæíîñòè ïóñòîãî ìíîæåñòâà ðàâíà
0);

2) Π(Ω) = 1 (ìåðà âîçìîæíîñòè âñåãî ìíîæåñòâà Ω ðàâíà
1);

3) äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïîäìíîæåñòâ Ai ∈ Po(Ω) è ëþáîãî
ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Π

(⋃
i∈J

Ai

)
= sup

i∈J
Π (Ai) .

Ìåðà âîçìîæíîñòè Π ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôóíêöè-

åé ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé èëè ïðîñòî ðàñïðåäåëåíèåì

âîçìîæíîñòåé π : Ω → [0, 1] òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ∈ Po(Ω)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Π(A) = sup
ω∈A

π(ω).

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ óñëîâèå íîðìàëèçàöèè, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êîòîðûì sup{π(ω) : ω ∈ Ω} = 1. Íåîáõîäèìîñòü ýòîãî
óñëîâèÿ âûòåêàåò èç òðåáîâàíèÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà 2) ìåðû
âîçìîæíîñòè.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Ω êàê ïðîñòðàíñòâî ñîáû-
òèé, òî ìåðà âîçìîæíîñòè îïðåäåëåíà äëÿ ñîáûòèé èç ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ ãî-
âîðÿò, ÷òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé π1 ÿâëÿåòñÿ áîëåå èíôîðìàòèâíûì

4Possibility measure (àíãë.)
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ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì π2, åñëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
ω ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî π1(ω) ≤ π2(ω). Òåðìèí �âîç-
ìîæíîñòü� îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ñîáûòèå ìîæåò áûòü ìà-
ëî âîçìîæíûì èëè àáñîëþòíî âîçìîæíûì è ò.ä. Êðîìå òîãî,
áîëüøàÿ ñòåïåíü âîçìîæíîñòåé ñîáûòèé A è B ãàðàíòèðóåò
òàêóþ æå ñòåïåíü âîçìîæíîñòè ñîáûòèÿ A ∪B.

Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó âåðîÿòíîñòüþ è âîçìîæíîñòüþ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
A è B âîçìîæíîñòü îáúåäèíåíèÿ A∪B ðàâíà ìàêñèìóìó âîç-
ìîæíîñòåé5 A è B, ò.å. Π(A ∪ B) = max (Π(A),Π(B)), â òî
âðåìÿ êàê âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ A ∪B ðàâíà ñóììå âåðî-
ÿòíîñòåé A è B, ò.å. Pr(A ∪B) = Pr(A) + Pr(B).

Äâîéñòâåííîé ìåðîé äëÿ âîçìîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåðà íåîá-
õîäèìîñòè6. Ìåðà íåîáõîäèìîñòè N : Po(Ω) → [0, 1] íà ìíî-
æåñòâå ìîùíîñòè Po(Ω) óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà Ω � ýòî
ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî A ∈ Po(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
N(A) = 1−Π(Ac), ãäå Ac åñòü äîïîëíåíèå ïîäìíîæåñòâà A äî
ìíîæåñòâà Ω, ò.å. Ac ∪A = Ω.

Îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèÿõ ìåð âîçìîæíîñòè è íåîá-
õîäèìîñòè, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðÿä ñîîòíîøåíèé äëÿ ëþáîãî
A ∈ Po(Ω):

1) N(A) ≤ Π(A);

2) åñëè Π(A) < 1, òî N(A) = 0;

3) åñëè N(A) > 0, òî Π(A) = 1;

4) max(Π(A),Π(Ac)) = 1;

5) min(N(A),N(Ac)) = 0.

Åñëè èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé π(ω), òî íåîá-
õîäèìîñòü A ∈ Po(Ω) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

N(A) = 1− sup
ω/∈A

Π(ω) = 1− sup
ω/∈A

π(ω).

5Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âîçìîæíîñòåé â îòëè-
÷èå îò âåðîÿòíîñòåé âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ïðè ïåðåñåêàþùèõñÿ A è B.

6Necessity measure (àíãë.)
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Ìåðà âîçìîæíîñòè èìååò âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä âå-
ðîÿòíîñòüþ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ýòî ïðåèìóùå-
ñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåðà âîçìîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïîçèöèîííîé. Ïóñòü P � ìåðà âåðîÿòíîñòè è äàíî P (A) è
P (B), A,B ∈ Po(Ω). Î âåðîÿòíîñòè P (A ∪ B) ìîæíî ñêà-
çàòü òîëüêî òî, ÷òî îíà ìåíüøå max(P (A), P (B)) è áîëüøå
min(P (A)+P (B), 1). Ýòè ãðàíèöû7 ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ íàè-
ëó÷øèìè äëÿ P (A∪B) â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé P (A) è P (B).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæíîñòü Π(A∪B) òî÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
÷åðåç âîçìîæíîñòè Π(A) è Π(B) êàê max(Π(A),Π(B)).

Äþáóà è Ïðàä îòìå÷àþò â ðàáîòå [29], ÷òî ìåðà âîçìîæ-
íîñòè íå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèîííîé â ïîëíîì ñìûñëå, òàê êàê
äëÿ äâîéñòâåííîé ìåðû íåîáõîäèìîñòè ýòî ñâîéñòâî ñïðàâåä-
ëèâî òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ìíî-
æåñòâ, ò.å. N(A ∩ B) = min(N(A),N(B)), A,B ∈ Po(Ω). Â òî
æå âðåìÿ íåëüçÿ â ðàìêàõ òåîðèè âîçìîæíîñòåé óòâåðæäàòü,
÷òî Π(A ∩ B) = min(Π(A),Π(B)). Ñïðàâåäëèâî òîëüêî íåðà-
âåíñòâî Π(A ∩B) ≤ min(Π(A),Π(B)).

Åñëè íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñîáûòèè A, òî ìîæíî çà-
ïèñàòü Π(A) = Π(Ac) = 1 è N(A) = N(Ac) = 0, è ñïðàâåäëèâû
ñîîòíîøåíèÿ max(Π(A),Π(Ac)) = 1 è min(N(A),N(Ac)) = 0.
Ñïîñîáíîñòü ìîäåëèðîâàòü ïîëíîå îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè
ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì òåîðèè âîçìîæíîñòåé ïå-
ðåä òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé áûëà ñîçäàíà â
ðàçâèòèå òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, ýòè äâå òåîðèè ðàçëè÷-
íû. Èõ ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñëåäó-
þùèì õîðîøî èçâåñòíûì ïðèìåðîì [46].

Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà: Êîãäà áóòûëêà íàïîëîâèíó ïîëíàÿ,
ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ñòåïåíü èñòèííîñòè âûñêàçûâàíèÿ
�Áóòûëêà ïîëíàÿ� ðàâíà 0.5. Ñëîâî �ïîëíàÿ� çäåñü ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê íå÷åòêîå ïîíÿòèå, îïèñûâàþùåå îáúåì æèäêîñòè
â áóòûëêå.

Òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé: Èìååòñÿ îäíà áóòûëêà, êîòîðàÿ ëè-
áî ïîëíîñòüþ ïîëíàÿ, ëèáî ïîëíîñòüþ ïóñòàÿ. Óòâåðæäåíèå
�ñòåïåíü âîçìîæíîñòè òîãî, ÷òî áóòûëêà ïîëíàÿ ðàâíà 0.5�

7Ýòè ãðàíèöû äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûâîäÿòñÿ èç ãðàíèö Ôðåøå [36].
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îïèñûâàåò ñòåïåíü äîâåðèÿ. Îäèí èç ñïîñîáîâ èíòåðïðåòàöèè
çíà÷åíèÿ 0.5 â ýòîì óòâåðæäåíèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
�ß ãîòîâ ñòàâèòü íà òî, ÷òî áóòûëêà ïîëíàÿ, ïîêà øàíñû ðàâ-
íû òî÷íî 1 : 1 èëè ëó÷øå, è ÿ íå ñòàâèë áû íà òî, ÷òî áóòûëêà
ïîëíàÿ ïðè ëþáûõ äðóãèõ øàíñàõ.�

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëèì íå÷åòêóþ

âåëè÷èíó, èëè ïåðåìåííóþ X, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç
ìíîæåñòâà Ω, îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé. Íå÷åòêàÿ
âåëè÷èíà X õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âîç-
ìîæíîñòåé π òàê, ÷òî π(ω) = Π(γ : X(γ) = ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.

Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî óñòàíàâëèâàåò íåêîòîðóþ óïîðÿäî-
÷åííîñòü ïðåäïî÷òåíèé íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé âåëè÷èíû X.
Ôóíêöèÿ π ïîêàçûâàåò, ÷òî èçâåñòíî î çíà÷åíèè âåëè÷èíû X,
è óñëîâèå π(ω1) > π(ω2) îçíà÷àåò, ÷òî óòâåðæäåíèå X = ω1

áîëåå ïðàâäîïîäîáíî, ÷åì óòâåðæäåíèå X = ω2. Ðàâåíñòâî
π(ω) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ω � çíà÷åíèå âåëè÷èíû X, êîòîðîå
ïðîñòî íåâîçìîæíî. Ðàâåíñòâî π(ω) = 1 îçíà÷àåò òîëüêî òî,
÷òî ω � îäíî èç íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû
X. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àíàëèç ñîáûòèé â ðàìêàõ òåîðèè âîç-
ìîæíîñòåé èìååò ñìûñë òîëüêî íà êà÷åñòâåííîì ñðàâíèòåëü-
íîì óðîâíå. Ýòîò æå ôàêò áûë ñòðîãî äîêàçàí Ïûòüåâûì â åãî
êíèãå [169]. Ïûòüåâ íàçâàë ýòó îñîáåííîñòü ìåðû âîçìîæíî-
ñòè ïðèíöèïîì îòíîñèòåëüíîñòè âîçìîæíîñòè. Ñîãëàñíî ýòî-
ìó ïðèíöèïó, â òåîðèè âîçìîæíîñòåé íå ìîãóò áûòü èñòîë-
êîâàíû îòâåòû íà òàêèå âîïðîñû, êàê íàïðèìåð, ÷åìó ðàâíà
âîçìîæíîñòü òîãî èëè èíîãî ñîáûòèÿ, íàñêîëüêî èëè âî ñêîëü-
êî ðàç âîçìîæíîñòü îäíîãî ñîáûòèÿ áîëüøå, ÷åì äðóãîãî è ò.ï.
(êðîìå çíà÷åíèé âîçìîæíîñòè 0 è 1). Ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ
òîëüêî ñðàâíèòåëüíûå îöåíêè òèïà: �âîçìîæíîñòü îäíîãî ñî-
áûòèÿ áîëüøå, ìåíüøå èëè ðàâíà âîçìîæíîñòè äðóãîãî�.

Î÷åâèäíî, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ðàññìîòðåííàÿ îñîáåí-
íîñòü ìåðû âîçìîæíîñòè ñóùåñòâåííî ñíèæàåò çíà÷èìîñòü
òåîðèè âîçìîæíîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé òðåáóåò çíà÷èòåëüíî
ìåíüøåãî îáúåìà èñõîäíîé èíôîðìàöèè äëÿ àíàëèçà ñîáûòèé.
Êðîìå òîãî, òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé â îòëè÷èå îò òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïîëíîå îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè.
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Óíèìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé ìîæåò òàê-
æå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìíîæåñòâî âëîæåííûõ äîâåðèòåëü-
íûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ α-óðîâíåâûìè ñðåçàìè
[ωα, ωα] = {ω : π(ω) ≥ α} ôóíêöèè π. Ñòåïåíü îïðåäåëåííîñòè
òîãî, ÷òî èíòåðâàë [ωα, ωα] ñîäåðæèò çíà÷åíèå X, ðàâíà íåîá-
õîäèìîñòè N([ωα, ωα]) = 1 − α, åñëè ôóíêöèè π íåïðåðûâíà.
Íàîáîðîò, ìíîæåñòâî âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ Ai ñî ñòåïåíÿìè
îïðåäåëåííîñòè λi òîãî, ÷òî Ai ñîäåðæèò çíà÷åíèå X, ýêâèâà-
ëåíòíî ðàñïðåäåëåíèþ âîçìîæíîñòåé

π(ω) = min
i
{1− λi, ω ∈ Ai}.

Ïðè ýòîì λi èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà N(Ai), à
π îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíåå èíôîðìàòèâíîå ðàñïðåäåëåíèå
âîçìîæíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ íèæíèõ ãðàíèö.

Ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé π(ω) ïî âñåì ïðèçíàêàì èìå-
åò ñâîéñòâà, àíàëîãè÷íûå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè µF (ω)
íåêîòîðîãî íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà F , ãäå ω ∈ Ω. Ïóñòü âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî π(ω) = µF (ω). Òîãäà íå÷åòêàÿ ïåðåìåííàÿX
ìîæåò îáðàçîâàòü íå÷åòêîå ìíîæåñòâî F = {ω, π(ω)}, ω ∈ Ω.
Îäíàêî ïîíÿòèÿ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè è ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé íå ÿâëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå. Ðà-
âåíñòâî π(ω) = µF (ω) â áîëüøåé ñòåïåíè àíàëîãè÷íî ðàâåí-
ñòâó ìåæäó ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ è óñëîâíîé ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ôóíêöèÿ π(ω) ÿâëÿåòñÿ ñî-
êðàùåííîé çàïèñüþ äëÿ π(X = ω | F ), òàê êàê äàííàÿ ôóíê-
öèÿ îöåíèâàåò âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ X ðàâíà ω
ïðè óñëîâèè, ÷òî èçâåñòíî òîëüêî íå÷åòêîå óòâåðæäåíèå �X
åñòü F �. Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè µF (ω) îöåíèâàåò ñòåïåíü
ñîâìåñòèìîñòè òî÷íîé èíôîðìàöèè X = ω ñ íå÷åòêèì óòâåð-
æäåíèåì �X åñòü F �. Äðóãèìè ñëîâàìè, íå÷åòêàÿ ïåðåìåííàÿ
è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé õàðàêòåðèçóþò ñî-
áûòèå, à íå÷åòêîå ìíîæåñòâî � íå÷åòêî îïðåäåëåííîå ïîíÿòèå,
ñâÿçàííîå ñ ñîáûòèåì.

Äå Êóìàí [18] ââåë âîçìîæíîñòíûé èíòåãðàë, êàê îáîáùå-
íèå íå÷åòêîãî èíòåãðàëà Ñóãåíî è êàê âîçìîæíîñòíûé àíà-
ëîã èíòåãðàëà Ëåáåãà. Íà îñíîâå ýòîãî èíòåãðàëà îïðåäåëåíà
ôîðìàëüíàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè â ðàìêàõ
òåîðèè âîçìîæíîñòåé è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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3.3. Ñïîñîáû èíòåðïðåòàöèè ìåð âîçìîæíîñòè

3.3.1. Âîçìîæíîñòü êàê âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè

Îäèí èç ðàñïðîñòðàíåííûõ âçãëÿäîâ íà ìåðó âîçìîæíîñòè
çàêëþ÷àåòñÿ â åå èíòåðïðåòàöèè êàê âåðõíåé ãðàíèöû âåðî-
ÿòíîñòè [28, 133, 169]. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé

P(Π) = {P | P (A) ≤ Π(A),∀A ⊆ Ω},

ñîãëàñîâàííûõ ñ âîçìîæíîñòüþ Π. Òîãäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà âå-
ðîÿòíîñòè

P (A) = sup{P (A) | P ∈ P(Π)}
ñîâïàäàåò ñ ìåðîé âîçìîæíîñòè Π(A), à ðàñïðåäåëåíèå âîç-
ìîæíîñòåé â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

π(ω) = P ({ω}), ∀ω ∈ Ω.

Ìíîæåñòâî P(Π) íå áûâàåò íèêîãäà ïóñòûì áëàãîäàðÿ
óñëîâèþ íîðìàëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé.

Ïóñòü Ω � ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé è A1, ..., An ⊂ Ω. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èçâåñòíû íèæíèå ãðàíèöû α1, ..., αn âåðîÿòíîñòåé
A1, ..., An. Êàêîâû ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè P (B) ëþáîãî ïîäìíî-
æåñòâà B èç Ω? Ôîðìàëüíî òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå P (B) è
P (B), ÷òî

P (B) = inf{P (B) | P ∈ P},
P (B) = sup{P (B) | P ∈ P}. (3.2)

Çäåñü P = {P | P (Ai) ≥ αi, i = 1, ..., n}. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè P (B) è P (B) ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
ïîëíîé âåðîÿòíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñîáûòèÿ B, êîòîðóþ
ìîæíî äàòü, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà íàáëþäåíèÿõ A1, ..., An.

Ïîèñê P (B) è P (B) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ïóñòü B � áóëåâà àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ìíîæå-
ñòâîì {A1, ..., An}; Ej � àòîì àëãåáðû, îáðàçîâàííûé ïåðå-
ñå÷åíèÿìè âñåõ ïîäìíîæåñòâ Ai èëè èõ äîïîëíåíèÿìè Aci ,
i = 1, ..., n, ò.å. Ej = A∗1∩ ...∩A∗n, ãäå A∗i = Ai èëè A

∗
i = Aci . Òî-

ãäà (3.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå íåèçâåñòíûõ âåðîÿò-
íîñòåé xj = P (Ej) âñåõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Ej . Åñëè äëÿ íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J ñïðàâåäëèâî B =

⋃
j∈J Ej ∈ B,
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òî íèæíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè P (B) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

P (B) = inf
xj ,j∈J

∑
j∈J

xj

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

∑
∅6=Ej⊆Ai

xj ≥ αi, i = 1, ..., n,
2n∑
j=1

xj = 1.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà P (B) çàìåíîé
�inf� íà �sup�. Êîãäà B /∈ B, P (B) è P (B) ìîãóò áûòü îïðåäå-
ëåíû êàê âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ ìåðû ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

P (B) = sup{P (C) | C ∈ B, C ⊆ B},
P (B) = inf{P (C) | C ∈ B, C ⊇ B}.

Âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòü P , îáðàçîâàííàÿ ìíîæåñòâîì íèæ-
íèõ ãðàíèö {P (Ai) ≥ αi, i = 1, ..., n}, ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âîç-
ìîæíîñòè, åñëè ïîäìíîæåñòâà {A1, ..., An} âëîæåííûå, ò.å.
A1 ⊆ ... ⊆ An. Îáðàòíî, ëþáàÿ ìåðà âîçìîæíîñòè íà êîíå÷-
íîì ìíîæåñòâå ìîæåò áûòü îáðàçîâàíà íèæíèìè ãðàíèöàìè
âåðîÿòíîñòåé âëîæåííûõ ìíîæåñòâ Ai. Òàêèì îáðàçîì, ìåðà
âîçìîæíîñòè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ êàê âåðõ-
íÿÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòåé ñëó-
÷àéíûõ ìíîæåñòâ.

Â ðàáîòàõ [28, 133] ïîêàçàíî, ÷òî è äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ìåðà âîçìîæíîñòè íà âëîæåííûõ ìíîæåñòâàõ ñîâ-
ïàäàåò ñ âåðõíèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèé íåêîòîðîé èí-
òåðâàëüíîé ìîäåëè. Ýòî îòêðûâàåò ñîâåðøåííî íîâûå è çà-
ìå÷àòåëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ è èíòåðïðåòàöèè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé.

3.3.2. Âîçìîæíîñòü êàê ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â
ðàìêàõ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ

Äðóãèì ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì èíòåðïðåòàöèè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ åå ðàññìîò-
ðåíèå â ðàìêàõ òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ. Ðàññìîòðèì
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ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî F = {(Ai,m(Ai)), i = 1, ..., n}, ñî-
äåðæàùåå ôîêàëüíûå ýëåìåíòû A1, ..., An ñ áàçîâûìè
âåðîÿòíîñòÿìè m(Ai) ∈ (0, 1], i = 1, ..., n, ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ

∑n
i=1m(Ai) = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîêàëüíûå ýëå-

ìåíòû A1, ..., An óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî Ai ⊆ Ai+1,
i = 1, ..., n − 1, ò.å. îíè âëîæåíû äðóã â äðóãà. Òîãäà
ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ∈ Po(Ω),
îïðåäåëÿåìàÿ èç âûðàæåíèÿ

Pl(A) =
∑

i:A∩Ai 6=∅
m(Ai),

ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âîçìîæíîñòè, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ
äîâåðèÿ ñîâïàäàåò ñ ìåðîé íåîáõîäèìîñòè. Ðàñïðåäåëåíèå âîç-
ìîæíîñòåé â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî êàê

π(ω) =
∑
i:ω∈Ai

m(Ai).

Èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â íàáîðå âñåõ áàçîâûõ âåðîÿòíî-
ñòåém(Ai) è â ïîëó÷åííîì ðàñïðåäåëåíèè âîçìîæíîñòåé π(ω),
îäèíàêîâà.

Êðîìå òîãî, Øåéôåð ïîêàçàë [75], ÷òî ôóíêöèÿ ïðàâäîïî-
äîáèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó Pl(A ∪ B) = max(Pl(A),Pl(B))
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîäìíîæåñòâà Ai ÿâëÿþòñÿ âëî-
æåííûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìåðà âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ, êîòîðûå â ñâîþ
î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ âåðõíèìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî äàííûé ñïîñîá èíòåðïðåòà-
öèè ìåðû âîçìîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íàãëÿäíûì, Õàë-
ïåðí [46] îòìåòèë, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ íå âñåãäà ëó÷øèì. Àðãó-
ìåíòîì ýòîãî çàêëþ÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âëîæåííîñòü âñåõ
èíòåðâàëîâ � ýòî ñëèøêîì æåñòêîå òðåáîâàíèå, êîòîðîå ðåä-
êî âûïîëíÿåòñÿ íà ïðàêòèêå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Äþáóà [28]
ïðåäëàãàåò ðàññìàòðèâàòü ìåðû âîçìîæíîñòè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìíîæåñòâà äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, îáùåïðèíÿòûõ â
ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå. Ïðè ýòîì îí äåëàåò àêöåíò íà òîì,
÷òî äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ðàçëè÷íûõ äîâåðèòåëüíûõ
âåðîÿòíîñòåé âñåãäà ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè. Ñ ýòîé òî÷êè çðå-
íèÿ òàêîé ñïîñîá èíòåðïðåòàöèè çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ.
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3.3.3. Ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé è p-áëîêè

Åùå îäèí ðàñïðîñòðàíåííûé ñïîñîá èíòåðïðåòàöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé � ýòî åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå íèæ-
íåé è âåðõíåé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. â âèäå p-áëîêîâ.
Åñëè èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå íèæíåãî F è âåðõíåãî F ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé è íåèçâåñòíîå �èñòèííîå� òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå F
îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ F (x) ≤ F (x) ≤ F (x), ∀x ∈ R, òî ïà-
ðà ðàñïðåäåëåíèé F è F íàçûâàåòñÿ p-áëîêîì8 [13]. Çàìåòèì,
÷òî îäèí èç âàðèàíòîâ p-áëîêîâ èìååò âèä

F (x) = Bel(X ∈ (−∞, x]),

F (x) = Pl(X ∈ (−∞, x]).

Òàê êàê ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ
âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ, òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü óíèìîäàëüíóþ
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé π â âèäå p-áëîêà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

F (x) =
{

0, x ≤ x0

1− π(x), x > x0
, (3.3)

F (x) =
{
π(x), x ≤ x0

1, x > x0
. (3.4)

Çäåñü x0 � òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæ-
íîñòåé. Ïîëó÷åííûé p-áëîê èìååò âàæíîå ñâîéñòâî: ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ òî÷êà x0 ∈ R, ÷òî F (x) = 0 è F (x) = 1. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî p-áëîê ñîäåðæèò òàêîå çíà÷åíèå x0, ÷òî äâà ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé, �äåéñòâóþùèå� â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ âå-
ùåñòâåííîé îñè, ðàçäåëÿþòñÿ ýòèì çíà÷åíèåì.

Ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî
èç ïîëó÷åííûõ äâóõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ïî ôîðìóëå

π(x) = min
(
F (x), 1− F (x)

)
.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé, îáðàçîâàííîå p-
áëîêîì,M1, ò.å.

M1 = {P, ∀x ∈ R, F (x) ≤ F (x) ≤ F (x)}.
8p-box (àíãë.)
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Ïóñòü M2 � ìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé, îáðàçîâàííîå ïàðîé
ôóíêöèé N è Π, ò.å.

M2 = {P, ∀A, N(A) ≤ Π(A)} =
= {P, ∀A, P (A) ≤ Π(A)} =
= P(Π).

Áàóäðèò è Äþáóà [5] äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâîM2 ÿâëÿåò-
ñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì è òî÷íûì ïî ñðàâíåíèþ ñî ìíîæå-
ñòâîìM1, ò.å.M2 ⊆M1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
èíôîðìàöèè â âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ áî-
ëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, ÷åì ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ýêâèâàëåíò-
íûõ ãðàíèö ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå p-áëîêà ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé.
Êðîìå òîãî, áëàãîäàðÿ ãðàíèöàì ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, îá-
ðàçîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèåì âîçìîæíîñòåé π, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ãðàíèöû ñðåäíèõ çíà÷åíèé (ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé)
íå÷åòêîé ïåðåìåííîé X. Ïðè ýòîì íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû
ñðåäíèõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿþòñÿ êàê

EX =
∫ ∞
−∞

xdF (x) = x0 −
∫ x0

−∞
π(x)dx,

EX =
∫ ∞
−∞

xdF (x) = x0 +
∫ ∞
x0

π(x)dx.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ ñïðà-
âåäëèâû äëÿ ñëó÷àÿ Ω = R. Îäíàêî èõ ìîæíî îáîáùèòü íà
ëþáîå ïîäìíîæåñòâî R. Â ÷àñòíîñòè, ïðè àíàëèçå íå÷åòêèõ
âåðîÿòíîñòåé èìååì Ω = [0, 1] è ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðà-
æåíèÿ �ñðåäíèõ� âåðîÿòíîñòåé:

EX = x0 −
∫ x0

0
π(x)dx, EX = x0 +

∫ 1

x0

π(x)dx,

êîòîðûå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííû-
ìè â ðàìêàõ èíòåðâàëüíîé èíòåðïðåòàöèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ
(3.1) ïðè óñëîâèè, ÷òî π(x) = µF (x).
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Òàáëèöà 3.1. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

A a b c a, b a, c b, c

g1(A) 0.5 0.5 0.75 0.7 0.9 0.75

3.4. Îïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåð Ñóãåíî

Ìåðû âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ïîëó÷å-
íû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåð Ñóãåíî, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò-
ñÿ íå÷åòêèìè ìåðàìè. Ìîíîòîííàÿ ìåðà Ñóãåíî � ýòî òàêàÿ
ôóíêöèÿ g : Po(Ω)→ R+, ÷òî

1) g(∅) = 0, g(Ω) = 1;

2) A ⊂ B =⇒ g(A) ≤ g(B);

3) Ai ↑ A èëè Ai ↓ A =⇒ limi→+∞ g(Ai) = g(A).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ëþáàÿ ìåðà âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîòîííîé ìåðîé Ñóãåíî. Èç îïðåäåëåíèÿ èìååì ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà:

1) g(A) ∈ [0.1];

2) g(A ∪B) ≥ max{g(A), g(B)};

3) g(A ∩B) ≤ min{g(A), g(B)}.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî {a, b, c}. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
g1, îïðåäåëåííàÿ â òàáë. 3.1, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ìåðîé Ñóãåíî,
íî â òî æå âðåìÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âåðîÿòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
g1({a}) + g1({b}) + g1({c}) = 1.75 > 1.

Ïðèìåð 3.3. Ïóñòü f : Ω → [0, 1] � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
supω∈Ω f(ω) = 1. Òîãäà ôóíêöèÿ g2 : Po(Ω) 7−→ [0, 1], èìåþùàÿ
ñâîéñòâà

g2(∅) = 0, g2(A) = sup
ω∈A

f(ω) ∀A 6= ∅,

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ìåðîé Ñóãåíî, êîòîðàÿ â îáùåì íå ÿâëÿåòñÿ
ìåðîé âåðîÿòíîñòè. Íàïðèìåð, åñëè Ω = {a, b, c} è f(a) = f(b) = 1,
òî èç îïðåäåëåíèÿ èìååì g2({a}) + g2({a, b}) = 1 + 1 = 2.
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Âàæíûé êëàññ ìåð Ñóãåíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè ôóíêöèé g, óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ âñåõ ñîáûòèé
A,B óñëîâèþ g(A ∪ B) = max{g(A), g(B)}. Ýòîò êëàññ ìåð
Ñóãåíî îïðåäåëÿåò ìåðó âîçìîæíîñòè. Ìåðà g2, ðàññìîòðåí-
íàÿ â ïðèìåðå 3.3, ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âîçìîæíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü {(X,X, Pθ) : θ ∈ Θ},
ãäå Θ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïóñòü L �
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ L∗ êàê âåðõíþþ ãðàíèöó ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ïî âñåì
θ : L∗(x) = supθ∈Θ L(θ;x). Âûáåðåì Ω = Θ è f ðàâíûì íîðìà-
ëèçîâàííîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ:

f(θ) =
L(θ;x)
L∗(x)

.

Òîãäà ôóíêöèÿ

g2 : (Θ ⊇)Λ 7−→ sup
Λ

L(θ;x)
L∗(x)

îïðåäåëÿåò ìåðó âîçìîæíîñòè, èìåþùóþ íåïîñðåäñòâåííóþ
ñòàòèñòè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ìàêñèìóìà ôóíê-
öèè ïðàâäîïîäîáèÿ.

Äðóãîé êëàññ ìåð Ñóãåíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè òàêèõ ôóíêöèé g, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
g(A∩B) = min{g(A), g(B)} äëÿ âñåõ ñîáûòèé A,B. Ýòîò êëàññ
ìåð Ñóãåíî îïðåäåëÿåò ìåðó íåîáõîäèìîñòè.

3.5. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ãëàâå äîñòàòî÷íî êðàòêî ðàññìîòðåíû îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ ìåð âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè è äàíû ðàç-
ëè÷íûå ñïîñîáû èõ èíòåðïðåòàöèè. Ãëàâíûé âûâîä, êîòîðûé
ñëåäóåò çäåñü ñäåëàòü, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìåðû âîçìîæ-
íîñòè è íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â òåðìèíàõ ìíî-
æåñòâ âåðîÿòíîñòåé. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ðÿä àâòîðîâ â îáëà-
ñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è òåîðèè âîçìîæíîñòåé ðàññìàòðèâà-
þò äàííûå ìåðû êàê àëüòåðíàòèâó âåðîÿòíîñòè, ñ ýòèì ìîæíî
ñîãëàñèòüñÿ òîëüêî ÷àñòè÷íî. Âîçìîæíî, ÷òî ðàññìîòðåííûå
ìåðû ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíî àëüòåðíàòèâîé êëàññè÷åñêîé
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âåðîÿòíîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîé ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáûòèé õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ îäíèì óíèêàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî-
ñòåé. Îäíàêî ïðè íåïîëíîòå èñõîäíîé èíôîðìàöèè â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ íåâîçìîæíî èëè äîñòàòî÷íî ðèñêîâàííî îãðàíè-
÷èâàòüñÿ îäíèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïîýòîìó â òàêîé ñèòóàöèè
ñïîñîáû îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, èñïîëüçóþùèå êëàññû
èëè ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, ñòàíîâÿòñÿ áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûìè. Ïðè ýòîì òåîðèþ âîçìîæíîñòåé ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ðàç â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïðåäëàãà-
åìîãî îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Áîëåå òîãî, êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñâîå-
ãî ðîäà êðàéíèìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðèé, îñíîâàííûõ íà
ìíîæåñòâàõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé. Êëàññè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ, êîãäà èìååòñÿ ïîëíàÿ ñòàòè-
ñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Òåîðèÿ âîç-
ìîæíîñòåé, íàîáîðîò, èñïîëüçóåòñÿ â íàèõóäøåé ñèòóàöèè ñ
òî÷êè çðåíèÿ íàëè÷èÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èëè êàêîé-ëèáî èíîé
èíôîðìàöèè. Â òî æå âðåìÿ ïðàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ òåîðèè
âîçìîæíîñòåé ïîêàçàëà, ÷òî íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà è îñîáåí-
íîñòè ñîçäàþò îñíîâó äëÿ âåñüìà ýôôåêòèâíîãî åå ïðèìåíå-
íèÿ âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ.



Ãëàâà 4

Ýëåìåíòû òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ

Çíàþùèé öåëîå ìîæåò çíàòü è åãî
÷àñòü, íî çíàþùèé ÷àñòü åùå íå
çíàåò öåëîãî.

Ëóêèàí

4.1. Ïðåäïîñûëêè ñîçäàíèÿ òåîðèè
èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ

Íàëè÷èå öåëîãî ðÿäà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ìîäåëèðî-
âàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè è íåïîëíîòû èíôîðìàöèè, âêëþ÷àÿ
òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé, òåîðèþ âîçìîæíîñòåé, èíòåðâàëüíûå
âåðîÿòíîñòè, òåîðèþ Äåìïñòåðà�Øåéôåðà, ïîçâîëÿåò îïèñû-
âàòü ñàìûå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ òî÷êè
çðåíèÿ èìåþùåéñÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Â òî æå âðåìÿ,
íåñìîòðÿ íà âíåøíèå ðàçëè÷èÿ ýòèõ òåîðèé, âñå îíè èìåþò îá-
ùèå ýëåìåíòû è òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, êàæäàÿ èç ýòèõ òåîðèé ðàáîòàåò ñî ñâîèì òèïîì èñõîäíîé
èíôîðìàöèè è íå çàòðàãèâàåò äðóãèå òèïû. Ýòî ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî òðóäíî îáúåäèíèòü
ðàçíîðîäíóþ èíôîðìàöèþ, îñîáåííî åñëè îíà åùå è íåïîëíàÿ
èëè íåòî÷íàÿ.

Ïîýòîìó âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè,
êîòîðàÿ áû îáúåäèíèëà ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ íåîïðå-
äåëåííîñòè è ðàññìàòðèâàëà áû èõ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè, òåì
ñàìûì îòêðûâàÿ ïóòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ îáðàáîòêè ðàçíî-
ðîäíîé íåïîëíîé èíôîðìàöèè è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ îáú-
åäèíåíèÿ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ, íà ïåðâûé âçãëÿä, ïîäõîäîâ, ìî-
äåëåé è òî÷åê çðåíèÿ â îäíó îáùóþ êîíöåïöèþ.
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Â íàïðàâëåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîçäàíèÿ òàêîé îáùåé òåî-
ðèè íåçàâèñèìî è îäíîâðåìåííî â 1991 ãîäó áûëè îïóáëèêî-
âàíû äâå ôóíäàìåíòàëüíûå ðàáîòû. Îäíà ïðèíàäëåæèò Ï.
Óîëëè [131] è íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, à äðóãàÿ � Â.Ï.
Êóçíåöîâó [161] è íàïèñàíà íà ðóññêîì ÿçûêå. Ïàðàëëåëüíî
áûë îïóáëèêîâàí ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîò Ê. Âàéõçåëü-
áåðãåðà [137], êîòîðûå çàòåì òàêæå âûëèëèñü â êíèãó [138] íà
íåìåöêîì ÿçûêå. Èíòåðåñíûì îñòàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî àâòîðû
ïðèâåäåííûõ êíèã ïîäîøëè ôàêòè÷åñêè ê îäíîìó è òîìó æå
ñîâåðøåííî ðàçíûìè ïóòÿìè, èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íóþ èíòåðïðå-
òàöèþ ðåçóëüòàòîâ, ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íóþ òåðìèíîëîãèþ äëÿ
îäíèõ è òåõ æå ïîíÿòèé. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âíåøíèå ðàç-
ëè÷èÿ, âñå òðè ïîäõîäà èìåþò îáùóþ àêñèîìàòèêó, îáùèå áà-
çîâûå ýëåìåíòû è îáùèå ìåòîäû îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè è ÷àñòè÷íî òåðìè-
íîëîãèÿ áóäåò â îñíîâíîì îïèðàòüñÿ íà ïîäõîä, ïðåäëîæåí-
íûé Êóçíåöîâûì, òàê êàê ÷èòàòåëü ìîæåò âñåãäà îáðàòèòüñÿ
ê åãî êíèãå, êàê ê íàèáîëåå äîñòóïíîé ñðåäè òðåõ óïîìÿíó-
òûõ êíèã. Â òî æå âðåìÿ îñîáåííîñòè äðóãèõ ïîäõîäîâ òàêæå
áóäóò óïîìèíàòüñÿ.

4.2. Îñíîâû òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ

Äëÿ ñîçäàíèÿ îáîáùåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ó÷è-
òûâàþùèõ ðàçíîðîäíîñòü èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè è åå íåïîë-
íîòó, Êóçíåöîâ [161] ðàçðàáîòàë òåîðèþ èíòåðâàëüíûõ ñðåä-

íèõ 1 , îáùèé àïïàðàò êîòîðîé îñíîâàí íà îáîáùåííûõ ïîíÿ-
òèÿõ ñðåäíèõ è ïðèçíàêîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ, ïðîèç-
âîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ h(x) íàçûâàåòñÿ ïðèçíàêîì2 ñëó-

1Òåîðèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ Óîëëè, íàçûâàåòñÿ òåîðèåé íåòî÷íûõ âå-

ðîÿòíîñòåé (imprecise probability theory � àíãë.). Õîòÿ íàçâàíèå íå
âïîëíå îòðàæàåò ñóòü òåîðèè (ñîáñòâåííî, êàê è ó Êóçíåöîâà), â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ îíî ÿâëÿåòñÿ ìåæäóíàðîäíûì è âñÿ ëèòåðàòóðà ïî âî-
ïðîñàì òåîðèè èñïîëüçóåò ýòî íàçâàíèå. Òåîðèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ Âàé-
õçåëüáåðãåðîì, íîñèò íàçâàíèå òåîðèè èíòåðâàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé

(Intervallwahrscheinlichkeit � íåì.), ÷òî òàêæå íå îòðàæàåò åå ñóùíîñòè.
2Â òåîðèè íåòî÷íûõ âåðîÿòíîñòåé Óîëëè ïðèçíàêó ñîîòâåòñòâóåò ïî-

íÿòèå èãðû (gamble � àíãë.)
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÷àéíîãî ÿâëåíèÿ, åñëè x ∈ Ω, ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ èñõîäîâ [161]. Äëÿ ïðèçíàêà ìîæíî îïðåäåëèòü åãî
òî÷íîå ñðåäíåå3 Eh, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé ôîð-
ìóëå Eh =

∫
Ω h(x)dF (x) èëè ïî ôîðìóëå Eh =

∑
x∈Ω h(x)π(x),

ãäå F (x) èëè π(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé
èëè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðå-
äåëåíèÿ ñðåäíåãî âèäíî, ÷òî ýòî ôàêòè÷åñêè ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Íåóñòîé÷èâîñòü ÿâëå-
íèé, íåòî÷íîñòü è íåïîëíîòà ñòàòèñòè÷åñêèõ çíàíèé, ñâîé-
ñòâåííàÿ ìíîãèì ðåàëüíûì çàäà÷àì, òðåáóåò ïåðåõîäà ê èí-
òåðâàëüíûì ïîíÿòèÿì. Èíòåðâàëüíûì ñðåäíèì ïðèçíàêà íà-
çûâàåòñÿ îòðåçîê [Eh,Eh]. Ïðè ýòîì Eh íàçûâàåòñÿ íèæíèì

ñðåäíèì, à Eh � âåðõíèì ñðåäíèì. Åñëè ìû íå çíàåì òî÷íî
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), à ìîæåì ëèøü ãîâîðèòü î åå
ãðàíèöàõ F (x) ≤ F (x) ≤ F (x) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ Ω, òî
òî÷íîå ñðåäíåå íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ Eh ≤ Eh ≤ Eh. ×àñò-
íûì èëè êðàéíèì ñëó÷àåì èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî ÿâëÿåòñÿ
ðàâåíñòâî Eh = Eh = Eh, êîãäà èíòåðâàëüíîå ñðåäíåå ïå-
ðåõîäèò â òî÷íîå. Äðóãîé ÷àñòíûé èëè êðàéíèé ñëó÷àé, êî-
ãäà ãðàíèöû èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî ñîâïàäàþò ñ ìèíèìàëü-
íûì è ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíêöèè h: Eh = infx h(x),
Eh = supx h(x). Ýòîò ñëó÷àé îçíà÷àåò, ÷òî î ñðåäíåì îæèäàå-
ìîì çíà÷åíèè ïðèçíàêà h íè÷åãî íå èçâåñòíî.

Èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïî-
ðàçíîìó. Êóçíåöîâ ïðåäëàãàåò èõ ðàññìàòðèâàòü êàê äèàïàçîí
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñóùåñòâóþùåãî, íî íåèçâåñòíîãî òî÷íî-
ãî ñðåäíåãî. Îí òàêæå ïðåäëàãàåò ðÿä äðóãèõ èíòåðïðåòàöèé.

Óîëëè ïðåäëîæèë äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ èíòåðâàëüíûõ
ñðåäíèõ, îñíîâàííóþ íà ðàöèîíàëüíîì ïîâåäåíèè ñóáúåêòà.
Ïðèçíàê h èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íåêîòîðîå âîçíàãðàæäåíèå,
êîòîðîå áóäåò âûïëà÷åíî ïîñëå íàáëþäåíèÿ h, â åäèíèöàõ
ïîëåçíîñòè. Íèæíåå ñðåäíåå Eh � ýòî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñ-
ëî, êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íàèáîëüøàÿ ïîêóïíàÿ öå-
íà çà h, îçíà÷àþùàÿ, ÷òî ïðèíèìàåòñÿ ëþáàÿ öåíà ìåíüøå

3Â òåîðèè Óîëëè òî÷íîìó ñðåäíåìó ñîîòâåòñòâóåò òåðìèí ëèíåéíîå
ïðåäâèäåíèå, èëè ëèíåéíûé ïðîãíîç (linear prevision � àíãë.). Íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî äîñëîâíûé ïåðåâîä ìíîãèõ òåðìèíîâ íå ñîâñåì îòðàæàåò
èõ ðåàëüíûé ñìûñë.
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Eh çà íåîïðåäåëåííîå âîçíàãðàæäåíèå. Âåðõíåå ñðåäíåå Eh �
ýòî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íàè-
ìåíüøàÿ öåíà ïðîäàæè h. Ýòîò ïîäõîä áëèçîê ê îïðåäåëåíèþ
ñóáúåêòèâíîé âåðîÿòíîñòè (ñì. ðàçäåë 1.2).

Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî ÿâëÿåòñÿ
òîò ôàêò, ÷òî â îòëè÷èå îò òî÷íîãî ñðåäíåãî èíòåðâàëüíîå
âñåãäà ñóùåñòâóåò, òàê êàê èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ê
êðàéíåìó ñëó÷àþ ïîëíîãî íåçíàíèÿ.

Èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå îõâàòûâàþò áîëüøîé êëàññ îöå-
íîê. Åñëè h(x) = IA(x) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìà-
þùàÿ çíà÷åíèå 1 ïðè x ∈ A, òî Eh � âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
A. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðâàëüíîå ñðåäíåå â ýòîì ñëó÷àå åñòü
èíòåðâàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü [P (A), P (A)]. Åñëè h(x) = xk, òî
Eh � k-é ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à èíòåðâàëüíîå ñðåä-
íåå � èíòåðâàëüíûé k-é ìîìåíò. Èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå ïîç-
âîëÿþò ôîðìàëèçîâûâàòü ñðàâíèòåëüíûå îöåíêè. Íàïðèìåð,
îöåíêà �âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A áîëüøå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ
B� ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè íóëåâîãî íèæíåãî ñðåäíåãî, ò.å.
E(IA(x)− IB(x)) = 0.

Êëàññ F ïðèçíàêîâ, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îãðàíè÷åííûå
âåðõíèå ñðåäíèå4, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõ-
íèõ ñðåäíèõ è äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü òðåì ñâîéñòâàì:

C1. g ∈ F , h ≤ g ⇒ h ∈ F ;
C2. h ∈ F , c ∈ R, b ∈ R+ ⇒ b · h+ c ∈ F ;
C3. h, g ∈ F ⇒ h+ g ∈ F .
Èç ñâîéñòâ C1�C3 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ F ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

ëèíåéíûì. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü
ÿâëåíèÿ {Ω,F ,E,E}, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò: a) ïðîñòðàíñòâî ýëå-
ìåíòàðíûõ èñõîäîâ; á) ïîëóëèíåéíûé êëàññ ïðèçíàêîâ F ; â)
ñðåäíèå íà íåì.

Äëÿ ëþáûõ ñðåäíèõ ïðèçíàêîâ h, g ∈ F îïðåäåëåíû îñíîâ-
íûå àêñèîìû èõ ñîãëàñîâàííîñòè5:

A1. g ≥ h⇒ Eg ≥ Eh;
A2. E(b · h+ c) = b · Eh+ c; ∀b ≥ 0, c ∈ R;
A3. E(h+ g) ≤ Eh+ Eg;

4Íåîãðàíè÷åííûå ïðèçíàêè áûëè äåòàëüíî èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [85,
86]

5Coherence (àíãë.)
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A4. E(−h) = −Eh.
Èíòåðâàëüíîé ìîäåëüþ ñðåäíèõ M íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-

íîñòü âåðõíèõ ñðåäíèõ Eh íà çàäàííîé îáëàñòè èõ ñóùåñòâî-
âàíèÿ h ∈ F è íèæíèõ ñðåäíèõ6 Eh, h ∈ −F , ñîãëàñîâàííûõ
ìåæäó ñîáîé â ñìûñëå àêñèîì A1�A4.

4.3. Òåîðåìà ïðîäîëæåíèÿ

Îäíà èç îñîáåííîñòåé ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî â
ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî
ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì, èëè �ìèíèìàëüíûì�, ýëåìåíòîì. Îïðåäåëå-
íèå èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ÷åðåç ìíîæåñòâî ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî âûøå, íå òðå-
áóåòñÿ äëÿ ðàáîòû ñî ñðåäíèìè. Ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé â
äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàþò è äàëåå áóäóò âûñòóïàòü â êà÷å-
ñòâå âîçìîæíîãî ïîÿñíåíèÿ ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî
è îïåðàöèé íàä íèìè, íî ñîâñåì íå ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèì
èëè ñîñòàâíûì ýëåìåíòîì ñðåäíåãî. Õîòÿ èíòåðâàëüíîå ñðåä-
íåå ìîæíî çà÷àñòóþ ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåðâàëüíîå ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, â íåêîòîðûõ ñëó-
÷àÿõ òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íå ñîâñåì êîððåêòíà [131]. Ýòî ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàâíûì îòëè÷èåì òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ îò
èíòåðâàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé, ðàññìîòðåííûõ â ãë. 1.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ðàáîòû ñ èíòåðâàëüíûìè ñðåä-
íèìè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, èëè ïðèíöèï, ïðîäîëæåíèÿ è ñîãëà-
ñîâàíèÿ ñðåäíèõ7.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà
â âèäå íàáîðà èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ïðèçíàêîâ H ={hi(x),
i = 1, ..., n, x ∈ Ω}, ò.å. èìååòñÿ ìíîæåñòâî ñðåäíèõ {Ehi,
Ehi, i = 1, ..., n}. Èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå ÿâëÿþòñÿ íåïðîòè-

âîðå÷èâûìè, åñëè ïðè ëþáîì êîíå÷íîì âûáîðå hi ∈ H, ÷èñåë
ci, di ≥ 0 è c, òàêîì ÷òî c+

∑n
i=1(ci−di)hi(x) ≥ 0, èìååò ìåñòî

c+
n∑
i=1

(
ciEhi − diEhi

)
≥ 0.

6Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íèæíèõ ñðåäíèõ −F ñëåäóåò èç àêñèîìû A4.
7Óîëëè íàçâàë ýòî ïðîöåäóðîé åñòåñòâåííîãî ïðîäîëæåíèÿ (natural

extension � àíãë.)
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Ñîãëàñíî òåîðåìå ïðîäîëæåíèÿ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíå-
ãî ñðåäíåãî íîâîãî ïðèçíàêà g íà îñíîâå íåïðîòèâîðå÷èâîãî
ìíîæåñòâà èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ïðèçíàêîâ èçH íåîáõîäèìî
ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Eg = inf

{
c+

n∑
i=1

(
ciEhi − diEhi

)}
(4.1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ≥ 0 è

c+
n∑
i=1

(ci − di)hi(x) ≥ g(x), ∀x ∈ Ω. (4.2)

Çäåñü ci, di, c � ïåðåìåííûå îïòèìèçàöèè. Çàìåòèì, ÷òî
ïîèñê âåðõíåãî ñðåäíåãî îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ âñåõ ëèíåéíûõ
êîìáèíàöèé èñõîäíûõ, èëè ïåðâè÷íûõ, ïðèçíàêîâ èç H, òà-
êèõ ÷òî ýòè êîìáèíàöèè ìàæîðèðóþò ïðèçíàê g íà âñåì ìíî-
æåñòâå åãî çíà÷åíèé, ò.å. ïðåâûøàþò ýòîò ïðèçíàê. Äðóãèìè
ñëîâàìè, äëÿ ôóíêöèè g íàõîäÿò âñå âîçìîæíûå ïðèáëèæåíèÿ
ñâåðõó, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èñõîäíûõ
ïðèçíàêîâ, à çàòåì èç âñåõ ïðèáëèæåíèé âûáèðàþò íàèëó÷-
øåå ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè îöåíêè (íàèìåíüøóþ âåðõíþþ
ãðàíèöó).

Èç àêñèîìû A4 ñëåäóåò, ÷òî íèæíèå ñðåäíèå ïðèçíàêà g
îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è

Eg = sup

{
c+

n∑
i=1

(
ciEhi − diEhi

)}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ≥ 0 è

c+
n∑
i=1

(ci − di)hi(x) ≤ g(x), ∀x ∈ Ω.

Çäåñü äëÿ ôóíêöèè g íàõîäÿò âñå âîçìîæíûå ïðèáëèæå-
íèÿ ñíèçó, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èñõîä-
íûõ ïðèçíàêîâ, à çàòåì èç âñåõ ïðèáëèæåíèé âûáèðàþò íàè-
ëó÷øåå ñ òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòè îöåíêè (íàèáîëüøóþ íèæ-
íþþ ãðàíèöó).
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Ïðèìåð 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêîíîìèêà õàðàêòåðèçóåòñÿ òðå-
ìÿ ñîñòîÿíèÿìè: ïîäúåì (1), íåèçìåííîå ñîñòîÿíèå (2), ñïàä (3). Èç-
âåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîäúåìà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0.3 äî 0.4.
Â ñðåäíåì íàáëþäàëîñü íåèçìåííîå ñîñòîÿíèå, à âåðîÿòíîñòü ñïà-
äà áîëüøå, ÷åì ïîäúåìà. Íàéäåì ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè íåèçìåííîãî
ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ôîðìàëüíî ïðåäñòàâèòü èìåþùó-
þñÿ èíôîðìàöèþ â âèäå èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ. Äëÿ ïåðâîé îöåíêè
èìååì EI{1}(x) = 0.3, EI{1}(x) = 0.4, Âòîðàÿ îöåíêà: EX = EX = 2.
Òðåòüÿ îöåíêà: E(I{3}(x) − I{1}(x)) = 0, âåðõíåå ñðåäíåå ðàâíî 1,
íî îíî ìîæåò íå èñïîëüçîâàòüñÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåãî ñðåä-
íåãî èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè I{2}(x) (èñêîìàÿ âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòü
íåèçìåííîãî ñîñòîÿíèÿ) ïåðåïèøåì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (4.1)�(4.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EI{2}(x) = inf {c+ 0.4c1 − 0.3d1 + 2c2 − 2d2}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ≥ 0 è ∀x ∈ {1, 2, 3}

c+ (c1 − d1)I{1}(x) + (c2 − d2)x+
+(c3 − d3)(I{3}(x)− I{1}(x)) ≥ I{2}(x).

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ x ∈ {1, 2, 3} â îãðàíè÷åíèå, ïîëó÷èì ñèñòåìó
îãðàíè÷åíèé:

c+ (c1 − d1) + (c2 − d2) + (c3 − d3) · (0− 1) ≥ 0,
c+ (c2 − d2) · 2 ≥ 1,

c+ (c2 − d2) · 3 + (c3 − d3) · (1− 0) ≥ 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è: c = 0, c1 = 0, c2 = 1/2, c3 = 0, d1 = 2, d2 = 0,
d3 = 3/2. Îòñþäà EI{2}(x) = 0.4. Çàäà÷à ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ EI{2}(x) èìååò âèä:

EI{2}(x) = sup {c+ 0.3c1 − 0.4d1 + 2c2 − 2d2}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ≥ 0 è

c+ (c1 − d1) + (c2 − d2) + (c3 − d3) · (0− 1) ≤ 0,
c+ (c2 − d2) · 2 ≤ 1,

c+ (c2 − d2) · 3 + (c3 − d3) · (1− 0) ≤ 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è: c = 3, c1 = 0, c2 = 0, c3 = 0, d1 = 2, d2 = 1,
d3 = 0. Îòñþäà EI{2}(x) = 0.2.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè ìîæíî çà-
êëþ÷èòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåèçìåííîãî ñîñòîÿíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðå-
äåëàõ îò 0.2 äî 0.4. Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè ïðè çàäàííîé
èñõîäíîé èíôîðìàöèè.
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Òåîðåìó ïðîäîëæåíèÿ ìîæíî îáúÿñíèòü ñ ïîçèöèè èíòåð-
âàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïðåäñòàâèì èñõîäíóþ èíôîðìàöèþ â
âèäå íåðàâåíñòâ

Ehi ≤
∑
x∈Ω

hi(x)π(x) ≤ Ehi, i = 1, ..., n.

Òîãäà âû÷èñëåíèå âåðõíåãî ñðåäíåãî E∗g ïðèçíàêà g îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ:

E∗g = sup
π

∑
x∈Ω

g(x)π(x) (4.3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ∑
x∈Ω

π(x) = 1, π(x) ≥ 0, ∀x ∈ Ω, (4.4)

Ehi ≤
∑
x∈Ω

hi(x)π(x) ≤ Ehi, i = 1, ..., n. (4.5)

Çäåñü π(x) � ïåðåìåííûå îïòèìèçàöèè. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ
÷àñòü îãðàíè÷åíèé (4.4) ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî π � ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Âñå îãðàíè÷åíèÿ ôîðìèðóþò íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé P, êîòîðîå áëàãîäàðÿ
ñâîéñòâàì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì8

è çàìêíóòûì9. Òîãäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñðåäíåãî ïðèçíàêà g
îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π, ïðè êîòîðîì
äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè, ò.å. ìàêñèìóì ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èëè òî÷íîãî ñðåäíåãî Eg. Áîëåå òîãî,
â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ðåøåíèå çàäà÷è (4.3)�(4.5) ñëåäóåò èñêàòü íà ìíîæåñòâå êðàé-
íèõ òî÷åê ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé P, êîòîðîå
â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü extr(P).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (4.1)�(4.2) è (4.3)�(4.5) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè.

8Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàñïðåäåëåíèé P,Q ∈ P è λ ∈ (0, 1) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
λP + (1− λ)Q ∈ P.

9Çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî åãî ãðàíèöû âêëþ÷à-
þòñÿ â ýòî ìíîæåñòâî.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåìåííûå îïòèìèçàöèè c, ci è di â çàäà-
÷å (4.1)�(4.2) ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿì

∑
x∈Ω π(x) = 1,∑

x∈Ω hi(x)π(x) ≤ Ehi è Ehi ≤
∑

x∈Ω hi(x)π(x) â çàäà÷å (4.3)�
(4.5). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Eg = E∗g. Îòñþäà òàêæå ñëåäó-
åò òðåáîâàíèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èñõîäíûõ èíòåðâàëüíûõ
ñðåäíèõ. Îíî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ P 6= ∅ â (4.3)�
(4.5), ò.å. äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íå äîëæíà áûòü
ïóñòîé.

Åñëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé, òî
ìîæíî âûäåëèòü òðè âîçìîæíûõ âàðèàíòà êîððåêòèðîâêè èñ-
õîäíûõ äàííûõ. Ïåðâûé ñïîñîá � èç ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé
(4.5) âûäåëèòü òî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì, ò.å. äå-
ëàåò îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïóñòîé. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî ðåøàòü çàäà÷ó (4.3)�(4.5) n ðàç, óäàëÿÿ èç (4.5) ïî îäíî-
ìó îãðàíè÷åíèþ. Äàííûé ïîäõîä çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ,
åñëè äâà è áîëåå îãðàíè÷åíèé äåëàþò îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé ïóñòîé. Âòîðîé ñïîñîá � èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå äåòàëüíî ðàññìîòðåíû â ãëàâå 6. Òðåòèé
ñïîñîá � ââåäåíèå â çàäà÷ó îïòèìèçàöèè èñêóññòâåííûõ ïå-
ðåìåííûõ è êîððåêòèðîâêà èñõîäíûõ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ
[91]. Âñå òðè ñïîñîáà èìåþò ñâîè íåäîñòàòêè è ïðåèìóùåñòâà,
è âûáîð îäíîãî èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé çàäà÷åé.

Ïðèìåð 4.2. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 4.1 è íàéäåì ãðàíèöû âåðîÿò-
íîñòè âòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷è (4.3)�
(4.5). Çàäà÷à ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò âèä:

EI{2}(x) = sup (0 · π(1) + 1 · π(2) + 0 · π(3))

ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ:

π(1) + π(2) + π(3) = 1, π(x) ≥ 0, x ∈ {1, 2, 3},

0.3 ≤ π(1) ≤ 0.4,

1 · π(1) + 2 · π(2) + 3 · π(3) = 2,

0 ≤ π(3)− π(1).

Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ: π(1) = 0.3, π(2) = 0.4, π(3) = 0.3. Îòñþäà
EI{2}(x) = 0.4. Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû èñêîìîé âå-
ðîÿòíîñòè îòëè÷àåòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî �sup� çàìåíÿåòñÿ íà � inf�.
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Ðèñ. 4.1. Ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòåé S(1, 3) è îãðàíè÷åíèÿ

Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ: π(1) = 0.4, π(2) = 0.2, π(3) = 0.4. Îòñþäà
EI{2}(x) = 0.2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû òå æå ñàìûå ðåçóëüòàòû,
÷òî è â ïðèìåðå 4.1.

Íà ðèñ. 4.1 ïîêàçàí ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòåé S(1, 3), íà êîòî-
ðîì îòîáðàæåíû îãðàíè÷åíèÿ èç äàííîãî ïðèìåðà10. Îãðàíè÷åíèå
0.3 ≤ π(1) ≤ 0.4 ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîóãîëüíèêó FEHG; îãðàíè-
÷åíèå 1 · π(1) + 2 · π(2) + 3 · π(3) = 2 ñîîòâåòñòâóåò îòðåçêó CD; è
îãðàíè÷åíèå 0 ≤ π(3)−π(1) � òðåóãîëüíèê CDB. Ïåðåñå÷åíèåì âñåõ
îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê RQ, ãäå òî÷êà R èìååò êîîðäèíàòû
πR = (0.3, 0.4, 0.3), à òî÷êà Q èìååò êîîðäèíàòû πQ = (0.4, 0.2, 0.4).
Òî÷êè R è Q ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè, ò.å. extr(P) = {πR, πQ}.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîìîùè èíòåðâàëüíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé ìîæíî òàêæå äîñòàòî÷íî ïðîñòî îáúÿñíèòü àêñè-
îìû A1�A4. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïî-
íÿòèÿìè è ñâîéñòâàìè òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ è ìíî-
æåñòâ âåðîÿòíîñòåé. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ áåñêîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà Ω äâîéñòâåííîñòü íå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.

Èñïîëüçóÿ àêñèîìó A4, âñå íèæíèå ñðåäíèå ìîæíî âûðà-
çèòü ÷åðåç âåðõíèå ñðåäíèå, è íàîáîðîò. Ïîýòîìó äëÿ âûâî-
äà òðåòüåé ôîðìû ïðèíöèïà ïðîäîëæåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
èìåþòñÿ òîëüêî âåðõíèå ñðåäíèå ïðèçíàêîâ. Çàìåíèì ïðèçíà-
êè hi ïðèçíàêàìè

h∗i (x) = hi(x)− Ehi.
10Ïîñòðîåíèå ñèìïëåêñà âåðîÿòíîñòåé áûëî ðàññìîòðåíî â ãëàâå 1.
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Òàêèå ïðèçíàêè íàçûâàþòñÿ öåíòðèðîâàííûìè, òàê êàê èõ
âåðõíèå ñðåäíèå ðàâíû 0, ò.å. Eh∗i = 0. Òîãäà (4.1)�(4.2) ìîæíî
ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî èìåþòñÿ
òîëüêî âåðõíèå ñðåäíèå:

Eg = inf

{
c+

∑
i

ciEh∗i

}
= inf c

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci ≥ 0 è

c+
∑
i

cih
∗
i (x) ≥ g(x), ∀x ∈ Ω.

Ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ìîæíî çàïèñàòü êàê

Eg = inf

{
c : c ≥ g(x)−

∑
i

cih
∗
i (x)

}
. (4.6)

Ñìûñë ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå òàêîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èñõîäíûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðàÿ íàèìåíü-
øèì îáðàçîì îòêëîíÿåòñÿ ââåðõ îò ôóíêöèè g, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
íàèëó÷øåé âåðõíåé àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè g ëèíåéíûìè
êîìáèíàöèÿìè öåíòðèðîâàííûõ ïðèçíàêîâ. Ýòà ôîðìà ïðåä-
ëîæåíà è äåòàëüíî îáîñíîâàíà Óîëëè [131] ñ òî÷êè çðåíèÿ ðà-
öèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ñóáúåêòà.

Ðåøåíèå çàäà÷è (4.3)�(4.5) èìååò èíòåðåñíîå ñâîéñòâî
[127]. Åñëè Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååm èñõîäîâ, òî
îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé πo èìååò
íå áîëååM = min{m,n+1} íåíóëåâûõ çíà÷åíèé è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå âåñîâîé ñóììû èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé

πo(x) =
M∑
k=1

ckI{xk}(x).

Çäåñü ck ≥ 0 è
∑M

k=1 ck = 1, xk ∈ Ω; I{xk}(x) � èíäèêàòîðíàÿ
ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè x = xk. ×åì áîëüøå
÷èñëî îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å (4.3)�(4.5), òåì áîëüøå n è òåì
áîëüøå íåíóëåâûõ çíà÷åíèé èìååò ðàñïðåäåëåíèå πo, åñëè ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå-
÷èâîé.
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Åñëè Ω � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî çàäà÷è îï-
òèìèçàöèè (4.1)�(4.2) è (4.6) îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé, à çàäà÷à
(4.3)�(4.5) ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

E∗g = sup
π

∫
Ω
g(x)dF (x) (4.7)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ∫
Ω

dF (x) = 1, F (x) � íå óáûâàåò, (4.8)

Ehi ≤
∫

Ω
hi(x)dF (x) ≤ Ehi, i = 1, ..., n. (4.9)

Çàäà÷à (4.7)�(4.9) ìîæåò áûòü òàêæå ïåðåïèñàíà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ïëîòíîñòè π(x) = dF (x)/dx. Ïðè ýòîì åñëè ïîëó-
÷åííàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, òî îïòèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü πo
ïðèíàäëåæèò êëàññó âûðîæäåííûõ ïëîòíîñòåé [127], ÿâëÿþ-
ùèõñÿ âåñîâîé ñóììîé ôóíêöèé Äèðàêà, ò.å.

πo(x) =
n+1∑
k=1

ckδxk(x). (4.10)

Çäåñü ck ≥ 0 è
∑n+1

k=1 ck = 1, à xk ∈ R. Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ Fo ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, è ñòóïåíüêè ðàñïî-
ëîæåíû â òî÷êàõ xk, à èõ âåëè÷èíû ðàâíû ck, k = 1, ..., n+ 1.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ñòóïåíåê íå áîëüøå n+1. Ïîä-
ñòàâëÿÿ îïòèìàëüíóþ ïëîòíîñòü â (4.7)�(4.9), ïîëó÷èì åùå
îäíó ôîðìó ïðèíöèïà ïðîäîëæåíèÿ:

E∗g = sup
n+1∑
k=1

ckg(xk) (4.11)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n+1∑
k=1

ck = 1, ck ≥ 0, k = 1, ..., n+ 1, (4.12)

Ehi ≤
n+1∑
k=1

ckhi(xk) ≤ Ehi, i = 1, ..., n. (4.13)
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Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, è ïåðåìåííûìè
îïòèìèçàöèè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ck è xk, k = 1, ..., n+ 1. Íåñìîò-
ðÿ íà íåëèíåéíîñòü, äàííàÿ ôîðìà âåñüìà ïîëåçíà äëÿ ðÿäà
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ [96, 98, 105].

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
óíèâåðñàëüíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ íîâûõ îöåíîê
è êîìáèíèðîâàíèÿ èìåþùèõñÿ. Îí ïîçâîëÿåò îáðàáàòûâàòü
è êîìáèíèðîâàòü ðàçíîðîäíóþ èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ èç
ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ, íå âíîñÿ ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèé î ðàñïðåäåëåíèÿõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîòî-
ðûå âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ìîãóò áûòü îøèáî÷íûìè. Â òî æå
âðåìÿ ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè äàííûõ î ðàñïðåäåëå-
íèÿõ îíè íå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïðèíöèïå ïðîäîëæåíèÿ.
Ìîäåëè îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ïðè èçâåñòíîì òèïå ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ïðîäîëæåíèÿ äîñòà-
òî÷íî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 6.8.

4.4. Ôîðìàëèçàöèÿ íåêîòîðûõ êà÷åñòâåííûõ
îöåíîê

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ èíîãäà èìååòñÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ îñîáåííîñòÿìè ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ ÿâëåíèé. Íàïðèìåð, ëèöî, ïðèíèìàþ-
ùåå ðåøåíèå, ìîæåò áûòü óâåðåíî â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåò-
ñÿ óíèìîäàëüíûì èëè åå ïëîòíîñòü èìååò êàêóþ-ëèáî îïðåäå-
ëåííóþ ôîðìó. Òàêèå îöåíêè íå âñåãäà ìîãóò áûòü íåïîñðåä-
ñòâåííî ïðåäñòàâëåíû â âèäå èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ. Ïîýòîìó
íèæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ôîðìàëèçàöèè òàêèõ
êà÷åñòâåííûõ â áîëüøåé ñòåïåíè îöåíîê.

4.4.1. Óñëîâèå óíèìîäàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé

Äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå π = {π(1), ..., π(m)} ÿâëÿåòñÿ
óíèìîäàëüíûì, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë π(j+1)−π(j),
j = 1, ...,m − 1, èìååò òîëüêî îäíó ñìåíó çíàêà â òî÷êå r,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìîäîé11. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãî

11Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïîëàãàòü çäåñü, ÷òî Ω = {1, 2, ...,m}.
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çíà÷åíèÿ j ≤ r âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå π(j + 1)− π(j) ≥ 0 è äëÿ
ëþáîãî çíà÷åíèÿ j ≥ r âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå π(j)−π(j+1) ≥ 0.

Ðàññìîòðèì, êàê óñëîâèå óíèìîäàëüíîñòè ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ â ïðèí-
öèïå ïðîäîëæåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ óíèìî-
äàëüíîñòè ñëåäóþò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

m∑
i=1

(Ij(i)− Ij+1(i)) · π(i) ≥ 0, j > r,

m∑
i=1

(Ij+1(i)− Ij(i)) · π(i) ≥ 0, j ≤ r,

ãäå Ij(i) = 1 ïðè j = i, Ij(i) = 0 ïðè j 6= i.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äàííûé ïóòü èñïîëüçîâàíèÿ

óñëîâèÿ óíèìîäàëüíîñòè äåëàåò çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ,
êîãäà çíà÷åíèå m âåëèêî. Ïîýòîìó â ðàáîòå [94] ïðåäëàãàåòñÿ
äðóãîé ïîäõîä. Ðàññìîòðèì ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ ñ óñëîâèåì
óíèìîäàëüíîñòè â ñëåäóþùåì âèäå:

Eg = sup
π

m∑
i=1

g(i)π(i)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (4.4)�(4.5) è

π(1) ≤ π(2) ≤ ... ≤ π(r), π(r) ≥ π(r + 1) ≥ ... ≥ π(m).

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ îïòèìèçàöèè

zk =
{
π(k)− π(k − 1), k ≤ r
π(k − 1)− π(k), k > r

, k = 1, ...,m.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî π(0) = 0. Çàìåòèì, ÷òî zk ≥ 0. Òîãäà

π(k) =

{ ∑k
i=1 zi, k ≤ r∑r

i=1 zi −
∑k

i=r+1 zi, k > r
.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ π(k) â îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè
è åå öåëåâóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷èì:

Eg = sup
z1,...,zm

{
r∑
i=1

G(i)zi −
m∑

i=r+1

G(i)zi

}
93



ïðè îãðàíè÷åíèÿõ zk ≥ 0, k = 1, ...,m,

Ehj ≤
r∑
i=1

Hj(i)zi −
m∑

i=r+1

Hj(i)zi ≤ Ehj , j = 1, ..., n.

Çäåñü

Hj(i) =
m∑
k=i

hj(k), G(i) =
m∑
k=i

g(k).

Ïåðåìåííûå zk íå ìîãóò áûòü çíà÷åíèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé, òàê êàê

∑m
i=1 zi 6= 1. Ïîýòîìó ïðåîáðàçóåì ýòè

ïåðåìåííûå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü íîâóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì äîïîëíè-
òåëüíîå îãðàíè÷åíèå

∑m
i=1 π(i) = 1. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè çíà÷å-

íèé zk â ýòî îãðàíè÷åíèå ïîëó÷èì:∑r

i=1
(m− i+ 1)zi −

∑m

i=r+1
(m− i+ 1)zi = 1.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî∑m

i=r+1
(m− i+ 1) = (m− r + 1)(m− r)/2,

îáîçíà÷èâ

wi =
2 + (m− r + 1)(m− r)

2(m− i+ 1)
è ââåäÿ íîâûå ïåðåìåííûå

yk =
{

zk/wk, k ≤ r
(1− zk)/wk, k > r

,

ïîëó÷èì:

zk =
{

ykwk, k ≤ r
1− ykwk, k > r

.

Òîãäà ïåðåìåííûå yk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

m∑
k=1

yk = 1, yk ≥ 0, k = 1, ...,m.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ïåðåìåííûå yk â ðàññìàòðèâàå-
ìóþ çàäà÷ó ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷èì:

Eg = sup
y1,...,ym

{
m∑
i=1

(i)yi −
m∑

i=r+1

G(i)

}
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
m∑
i=1

yi = 1, yi ≥ 0, i = 1, ...,m,

Ehj +
m∑

i=r+1

Hj(i) ≤
m∑
i=1

Aj(i)yi ≤ Ehj +
m∑

i=r+1

Hj(i), j ≤ n.

Çäåñü

C(i) = wiG(i) = wi

m∑
k=i

g(k),

Aj(i) = wiHj(i) = wi

m∑
k=i

hj(k).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé, ðåøåíèå êîòîðîé íå
ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûõ òðóäíîñòåé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà Ω = R. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ óñëîâèåì Õèí÷èíà [180], ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé F ÿâ-
ëÿåòñÿ óíèìîäàëüíûì ñ ìîäîé â òî÷êå 0, åñëè îíî ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå F (t) =

∫ 1
0 G(t/x)dx. Çäåñü G � ïðîèçâîëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé. Â ðàáîòå [93] ïîêàçàíî, ÷òî äî-
áàâëåíèå óñëîâèÿ óíèìîäàëüíîñòè ñ ìîäîé â òî÷êå r ñâîäèòñÿ
ê çàìåíå ïðèçíàêà g â öåëåâîé ôóíêöèè íà ïðèçíàê

g̃r(x) = x−1

{
−
∫ 0
x g(t+ r)dt, x < 0∫ x

0 g(t+ r)dt, x ≥ 0
,

à ïðèçíàêîâ hj(x) â îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðèçíàêè

h̃rj(x) = x−1

{
−
∫ 0
x hj(t+ r)dt, x < 0∫ x

0 hj(t+ r)dt, x ≥ 0
.

Íàïðèìåð, åñëè g(x) = xk, k = 1, 2, ..., òî

g̃r(x) =
(x+ r)k+1 − rk+1

x(k + 1)
.

Åñëè g(x) = I[c,d](x), 0 ≤ c ≤ d, òî

g̃r(x) = x−1 [min(d,max(c, x+ r))−max(c,min(d, r))] .

Ïîñëåäóþùèé àíàëèç íå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ ïðèíöèïà ïðîäîëæåíèÿ.
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4.4.2. Ýêñöåññ, àñèììåòðèÿ è äèñïåðñèÿ

Ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé òàêæå èìåþò ðÿä õàðàêòå-
ðèñòèê, îïðåäåëÿþùèõ èõ ôîðìó. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ýêñöåññ,
àñèììåòðèÿ è äèñïåðñèÿ [148]. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè ïëîòíî-
ñòè â ðàéîíå åãî ìîäàëüíîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿåò åå îñòðîâåð-
øèííîñòü, êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
ýêñöåññ. Ìåðîé ýêñöåññà ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ýêñöåññà

β1 = EπX4 − 3
(
EπX2

)2
.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ áîëåå âûñîêîé è áîëåå îñòðîé âåðøèíîé
êðèâîé ïëîòíîñòè èìåþò ïîëîæèòåëüíûé ýêñöåññ, à ñ ìåíåå
îñòðîé � îòðèöàòåëüíûé. Î÷åâèäíî, ÷òî β1 ÿâëÿåòñÿ �íåëè-
íåéíîé� õàðàêòåðèñòèêîé áëàãîäàðÿ ÷ëåíó

(
EπX2

)2
. Ïîýòîìó

åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî ïðåäñòàâëÿåò
íåêîòîðûå çàòðóäíåíèÿ è íåîáõîäèìî íàéòè ïîäõîä äëÿ ó÷åòà
âîçìîæíîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè â âèäå êîýôôèöèåí-
òà ýêñöåññà.

Ïóñòü èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî β1 ≥ 0. Ýòî îãðà-
íè÷åíèå äåëàåò ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ íåëèíåéíûì. Îäíàêî
çàäà÷ó (4.3)�(4.5) ìîæíî ñâåñòè ê ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷å
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáîçíà÷èì EπX2 = z. Òîãäà
íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå β1 ≥ 0 ìîæíî çàìåíèòü äâóìÿ ëè-
íåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Eπ(X2 − z) = 0, Eπ
(
X4 − 3z2

)
≥ 0.

Çäåñü z ≥ 0 � ïàðàìåòð â ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à (4.1)�(4.2) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíè-
ìàåò âèä

Egz = inf

{
c+

n∑
i=1

(
ciEhi − diEhi

)
+ (v1 − w1)z − 3w2z

2

}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di, v1, w1, w2 ≥ 0 è ∀x ∈ Ω,

c+
n∑
i=1

(ci − di)hi(x) + (v1 − w1)x2 + (v2 − w2)x4 ≥ g(x).
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Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî ïðè-
çíàêà g ïðè äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè îá ýêñöåññå ñâîäèòñÿ
ê ìíîæåñòâó çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà z. Ðåçóëüòèðóþùèå
çíà÷åíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Eg = min
z
Ezg,Eg = max

z
Ezg.

Àñèììåòðèÿ êàê ñòåïåíü ñêîøåííîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
[148] îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

β2 =
Eπ{(x− EπX)3}

[Eπ{(x− EπX)2}]3/2
.

Ñèììåòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò íóëåâóþ àñèììåòðèþ.
Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ �äëèííîé ÷àñòüþ� êðèâîé ïëîòíîñòè, ðàñïî-
ëîæåííîé ñïðàâà îò åå âåðøèíû, õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîé àñèììåòðèåé. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñ �äëèííîé ÷àñòüþ� êðè-
âîé ïëîòíîñòè, ðàñïîëîæåííîé ñëåâà îò åå âåðøèíû, èìåþò
îòðèöàòåëüíóþ àñèììåòðèþ. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ èìååò âèä β2 ≥ 0 èëè

EπX3 − 3EπX2EπX + 2(EπX)3 ≥ 0.

Îáîçíà÷èì EπX = z. Òîãäà íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå β2 ≥ 0
ìîæíî çàìåíèòü äâóìÿ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

EπX = z, EπX3 − 3zEπX2 + 2z3 ≥ 0.

Ïîñëåäóþùåå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíèé àíàëî-
ãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî âûïîëíåíî ïðè ðàññìîòðåíèè ýêñ-
öåññà.

Ñóùåñòâóåò òàêæå èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ äèñïåðñèè

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íàïðèìåð, äèñïåðñèÿ ìåíüøå, ÷åì êâàä-
ðàò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â
âèäå íåëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ

var(x) = EπX2 − (EπX)2 .

Îáîçíà÷àÿ EπX = z è èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûé ïðè-
ìåð var(x) ≤ (EπX)2, ïîëó÷èì äâà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿ
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Eπ(X − z) = 0 è EπX2 − 2z2 ≤ 0. Ïîñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ
àíàëîãè÷íû ðàññìîòðåííûì âûøå.

Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ôîðìå ôóíêöèè ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
ðåøàòü ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

4.5. Óñëîâíûå èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ èíòåðâàëüíàÿ ìîäåëü
{Ω,F ,E,E}, èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå êîòîðîé ôîðìèðóþò
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé P. Êàê
â ýòîì ñëó÷àå íàéòè íèæíåå è âåðõíåå ñðåäíèå ïðèçíàêà
g ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñîáûòèå B ⊆ Ω?
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
π ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èçâåñòíà. Òîãäà
ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ [152]

Eπ(g|B) =
Eπ(g(x) · IB(x))

Pr{B}
=

=
∑

x∈Ω g(x) · IB(x) · π(x)∑
x∈Ω IB(x) · π(x)

.

Òàê êàê íà ñàìîì äåëå òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
π íå âñåãäà èçâåñòíî, à èçâåñòíî òîëüêî òî, ÷òî îíî ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó P, ò.å. π ∈ P, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî
èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìóì è ìàêñè-
ìóì ñðåäíåãî Eπ(g|B) ïî âñåì π ∈ P. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ
âû÷èñëåíèÿ, íàïðèìåð, âåðõíåãî óñëîâíîãî ñðåäíåãî òðåáóåò-
ñÿ ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

E(g|B) = sup
π

∑
x∈Ω g(x) · IB(x) · π(x)∑

x∈Ω IB(x) · π(x)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (4.4)�(4.5).

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé äðîáíî�ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Îíà ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîé çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-
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ãðàììèðîâàíèÿ ïóòåì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ââåäåì íî-
âóþ ïåðåìåííóþ

y =
1∑

x∈Ω IB(x) · π(x)

è îáîçíà÷èì íîâóþ ôóíêöèþ ρ(x) = y · π(x).
Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

E(g|B) = sup
y,ρ

∑
x∈Ω

g(x) · IB(x) · ρ(x)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ∑
x∈Ω

hi(x) · ρ(x)− y · Ehi ≤ 0,∑
x∈Ω

hi(x) · ρ(x)− y · Ehi ≥ 0, i = 1, ..., n,∑
x∈Ω

IB(x) · ρ(x) = 1,

ρ(x) ≥ 0,∑
x∈Ω

ρ(x)− y = 0.

Çäåñü ïåðåìåííûìè îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ y è ρ(x), x ∈ Ω.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

E(g|B) = inf d

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ d, c ∈ R, ci, ei ∈ R+,

c+
n∑
i=1

(ci − ei)hi(x) + d · IB(x) ≥ g(x) · IB(x), ∀x ∈ Ω,

c+
m∑
i=1

(
ci · Ehici − ei · Ehi

)
≤ 0.

Åñëè íà îñíîâå èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè {Ω,F ,E,E} îïðå-
äåëèòü íèæíþþ P (B) è âåðõíþþ P (B) âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ
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B, òî çàäà÷ó äëÿ âû÷èñëåíèÿ, íàïðèìåð, âåðõíåãî óñëîâíîãî
ñðåäíåãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå [161]:

E(g|B) =

= max
P (B)≤P (B)≤P (B)

minc∈R
[
E ((g(x)− c) · IB(x)) + cP (B)

]
P (B)

.

Óîëëè ïðåäëîæèë äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíûõ èíòåðâàëü-
íûõ ñðåäíèõ èñïîëüçîâàòü îáîáùåííîå ïðàâèëî Áàéåñà [131],
ñîãëàñíî êîòîðîìó, íàïðèìåð, âåðõíåå óñëîâíîå ñðåäíåå
E(g|B) � ýòî çíà÷åíèå µ, òàêîå ÷òî

E ((g(x)− µ) · IB(x)) = 0.

Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü
ðåøåíî â ÿâíîì âèäå. Ðåøåíèå òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî
÷èñëåííî ïðè ïîìîùè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà, ïðåäëîæåí-
íîãî Óîëëè [131]

µi+1 = µi +
2E ((g(x)− µi) · IB(x))

P (B) + P (B)
.

Â ðàáîòå [126] ïîêàçàíî, ÷òî âñå âûøåïðèâåäåííûå ñïî-
ñîáû îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî èíòåðâàëüíîãî ñðåäíåãî ýêâèâà-
ëåíòíû. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âûáèðàåò-
ñÿ íàèáîëåå óäîáíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñïîñîá.

Ïðèìåð 4.3. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 4.1 è îïðåäåëèì, êàê èçìåíÿòñÿ
ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè íåèçìåííîãî ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè ïðè óñëî-
âèè, ÷òî íå íàáëþäàëñÿ ñïàä, ò.å. B = {x1, x2}. Òîãäà

E(I{2}(x)|B) = sup
ρ
ρ(2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ρ(i) ≥ 0, i = 1, 2, 3,

ρ(1)− y · 0.4 ≤ 0,
ρ(1)− y · 0.3 ≥ 0,

1 · ρ(1) + 2 · ρ(2) + 3 · ρ(3)− y · 2 = 0,
ρ(3)− ρ(1)− y · 0 ≥ 0,

ρ(1) + ρ(2) = 1,
ρ(1) + ρ(2) + ρ(3)− y = 0.
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Ðåøåíèå çàäà÷è: ρ(1) = 3/7, ρ(2) = 4/7, ρ(3) = 3/7, y = 10/7. Îòñþ-
äà E(I{2}(x)|B) = 4/7. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåì íèæíþþ
ãðàíèöó E(I{2}(x)|B) = 1/3. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé èíòåðâàë
âåðîÿòíîñòåé [0.2, 0.4] ïîñëå íàáëþäåíèÿ ñîáûòèÿ B óâåëè÷èëñÿ è
ñòàë ðàâíûì [1/3, 4/7].

4.6. Íåçàâèñèìîñòü èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ãäå ïðè
íàëè÷èè òî÷íûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ìåñòî òîëü-
êî îäíî óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñì.
ãëàâó 1), â òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ìîæíî îïðåäåëèòü
íåñêîëüêî òèïîâ íåçàâèñèìîñòè.

4.6.1. Îòñóòñòâèå ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè èëè
íåèçâåñòíîå âçàèìîäåéñòâèå

Èíîãäà ñëîæíî óòâåðæäàòü î íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, îñîáåííî êîãäà îäíè è òå æå ýêñïåðòû ïðåäîñòàâëÿ-
þò îöåíêè î íèõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæ-
íî îöåíèòü ñòåïåíü çàâèñèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå, åñëè òàêîâàÿ
âîîáùå èìååò ìåñòî. Êîãäà íàøè çíàíèÿ î ñëó÷àéíûõ ïàðà-
ìåòðàõ îãðàíè÷åíû òîëüêî èíôîðìàöèåé î êàæäîì ïàðàìåò-
ðå îòäåëüíî è íè÷åãî íå èçâåñòíî î âçàèìîäåéñòâèè ýòèõ ïà-
ðàìåòðîâ, ìîäåëü íåèçâåñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ12 èëè îòñóò-
ñòâèÿ ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî-
÷òèòåëüíîé [15, 33]. Ïóñòü X è Y � äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
îïðåäåëåííûå íà ΩX è ΩY , èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ èìååò ñëå-
äóþùèé âèä:

Ehi ≤
∑
x∈ΩX

hi(x)πX(x) ≤ Ehi, i = 1, ..., nX , (4.14)

Ehi ≤
∑
y∈ΩY

hi(y)πY (y) ≤ Ehi, i = nX + 1, ..., nX + nY , (4.15)

12Íà ñàìîì äåëå, íåçàâèñèìîñòü çäåñü ìîæåò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü è
ðàññìàòðèâàòü ýòîò ñëó÷àé â êà÷åñòâå îäíîãî èç òèïîâ íåçàâèñèìîñòè íå
ñîâñåì êîððåêòíî. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íåèçâåñòíîå âçàèìîäåéñòâèå àíàëè-
çèðóåòñÿ â ðÿäó îñòàëüíûõ òèïîâ íåçàâèñèìîñòè.
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Ehi ≤
∑
x∈ΩX

∑
y∈ΩY

hi(x, y)πXY (x, y) ≤ Ehi,

i = nX + nY + 1, ..., nX + nY + nXY .

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé πXY (x, y) íå ìîæåò áûòü âûðàæåíà
÷åðåç ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ πX(x) è πY (y). Â òî æå
âðåìÿ îãðàíè÷åíèÿ (4.14) è (4.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäó-
þùåì âèäå:

Ehi ≤
∑
x∈ΩX

∑
y∈ΩY

hi(x)πXY (x, y) ≤ Ehi, i = 1, ..., nX ,

Ehi ≤
∑
x∈ΩX

∑
y∈ΩY

hi(y)πXY (x, y) ≤ Ehi,

i = nX + 1, ..., nX + nY .

Òàê êàê äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ âñå òî÷íûå ñðåäíèå ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
πXY (x, y), òî ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåãî
ñðåäíåãî ïðèçíàêà g(x, y) ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ñâåäåíèé î
íåçàâèñèìîñòè ïðèíèìàåò âèä13

EUg = inf

(
c+

nX+nY +nXY∑
i=1

(
ciEhi − diEhi

))
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ≥ 0 è ∀x ∈ ΩX , ∀y ∈ ΩY ,

c+
nX∑
i=1

(ci − di)hi(x) +
nX+nY∑
i=nX+1

(ci − di)hi(y)+

+
nX+nY +nXY∑
i=nX+nY +1

(ci − di)hi(x, y) ≥ g(x, y).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðèâåäåííàÿ çàäà÷à íè÷åì íå îòëè÷à-
åòñÿ îò çàäà÷è (4.1)�(4.2), çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî îãðàíè-
÷åíèÿ çàïèñûâàþòñÿ äëÿ âñåõ ïàð (x, y) ∈ ΩX × ΩY . Íèæíåå
ñðåäíåå âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

13Ñðåäíèå ýòîãî òèïà îáîçíà÷èì áóêâîé U .
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4.6.2. Ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü

Ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü [15, 33] èìååò ìåñòî, åñëè èñõîäû
âûáîðà çíà÷åíèé íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìû è òîëüêî ïðîèçâåäåíèÿ ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ èç âñåãî ìíîæåñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí14. Ýòîò òèï íåçàâèñèìîñòè ÿâ-
ëÿåòñÿ íàèáîëåå æåñòêèì óñëîâèåì âçàèìîäåéñòâèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Èç óñëîâèÿ ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî
çíàíèå èñõîäà â ýêñïåðèìåíòå ñ îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé
íèêàêèì îáðàçîì íå ìåíÿåò ñòåïåíè íåîïðåäåëåííîñòè îá èñ-
õîäå äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ
òîëüêî ïðîèçâåäåíèÿ ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé, òî äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå

πXY (x, y) = πX(x)πY (y), ∀(x, y) ∈ ΩX × ΩY . (4.16)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ îöåíêè âèäà (4.14) è (4.15).
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé πX(x), îáðàçîâàííîå
îöåíêàìè (4.14), îáîçíà÷èì ΨX , à ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé
πY (y), îáðàçîâàííîå îöåíêàìè (4.15), îáîçíà÷èì ΨY . Òîãäà
âåðõíåå ñðåäíåå ïðèçíàêà g ìîæíî ïîëó÷èòü êàê15

ESg = sup
πX∈ΨX

sup
πY ∈ΨY

∑
x∈ΩX

∑
y∈ΩY

g(x, y)πY (y)πX(x).

Îãðàíè÷åíèå (4.16) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Ïîýòîìó íåëüçÿ
çàïèñàòü ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ â âèäå ïðîñòîé çàäà÷è ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèáëèæå-
íèå èñõîäíîé çàäà÷è ê ëèíåéíîé ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ íîâûõ ïðèçíàêîâ. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ [61] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè íåâîçìîæíîñòè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ íåëèíåéíîãî îãðàíè÷åíèÿ (4.16) ìîæíî òåì íå
ìåíåå âêëþ÷èòü äîïîëíèòåëüíûå ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ ðàçëè÷íûõ ïðèçíàêîâ.

14Êóçíåöîâ â ðàáîòå [161] íàçûâàåò ýòîò òèï íåçàâèñèìîñòè �íåçàâèñè-
ìûì ïðîèçâåäåíèåì�.

15Ñðåäíèå ýòîãî òèïà îáîçíà÷èì áóêâîé S.
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Åñëè äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî èç íåçà-
âèñèìîñòè ñëåäóåò

ES (h1(X) · h2(Y )) = Eh1(X) · Eh2(Y ),

ãäå h1 è h2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ òî ÷òî

Eh1(X) ∈ [Eh1,Eh1] è Eh2(Y ) ∈ [Eh2,Eh2],

ìîæíî çàïèñàòü

ES (h1(X) · h2(Y )) ∈ [Eh1,Eh1] · [Eh2,Eh2].

Çäåñü ïðîèçâåäåíèå äâóõ èíòåðâàëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè ñòàíäàðòíîé èíòåðâàëüíîé àðèôìåòè-
êè [149]. Â èòîãå èìååì ëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå ìî-
æåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïðèíöèïå ïðîäîëæåíèÿ. Ðåçóëüòèðóþ-

ùèå íèæíåå E(1)
S g è âåðõíåå E(1)

S g ñðåäíèå ïðèçíàêà g(x, y) â
ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðèáëèæåíèåì äëÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé íèæ-

íåãî ESg è âåðõíåãî ESg ñðåäíèõ. Ïðè ýòîì E(1)
S g ≤ ESg è

E(1)
S g ≥ ESg. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çíàÿ èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå

ïðèçíàêîâ h1 è h2, ìîæíî èõ ïðîäîëæèòü íà ñðåäíèå äðóãèõ

ïðèçíàêîâ h
(1)
1 è h

(1)
2 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ES
(
h

(1)
1 (X) · h(1)

2 (Y )
)
∈ [Eh(1)

1 ,Eh(1)
1 ] · [Eh(1)

2 ,Eh(1)
2 ].

Äîáàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ãðàíèöû ê îãðàíè÷åíèÿì è ðåøàÿ çà-
äà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì âòîðîå ïðèáëè-

æåíèå ãðàíèö ñðåäíåãî ôóíêöèè g: E(2)
S g è E(2)

S g. Ïðîäîëæàÿ
ðàññìîòðåííóþ ïðîöåäóðó äàëåå, ïîëó÷èì ëèíåéíûå îãðàíè-
÷åíèÿ âèäà

ES
(
h

(k)
1 (X1) · h(k)

2 (X2)
)
∈ [Eh(k)

1 ,Eh(k)
1 ] · [Eh(k)

2 ,Eh(k)
2 ],

êîòîðûå ñîâìåñòíî ñ ïðåäûäóùèìè îãðàíè÷åíèÿìè îáåñïå÷è-
âàþò âû÷èñëåíèå áîëåå òî÷íûõ ãðàíèö äëÿ ESg.
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Ïðèìåð 4.4. Ðàññìîòðèì äâå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y , ïðèíè-
ìàþùèå çíà÷åíèÿ èç ΩX = ΩY = {0, 1}. Ïóñòü g(X,Y ) = max(X,Y ).
Èçâåñòíî, ÷òî P 1 = EX, P 1 = EX, P 2 = EY è P 2 = EY . Óñëîâèå
íåçàâèñèìîñòè ìîæíî çàïèñàòü êàê ES (XY ) ∈ [P 1P 2, P 1P 2]. Òîãäà
ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ äëÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

E(1)

S g =

= inf
(
c+ c1P 1 − d1P 1 + c2P 2 − d2P 2 + c12P 1P 2 − d12P 1P 2

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c1, d1, c2, d2, c12, d12 ∈ R+, c ∈ R è ∀x, y ∈ {0, 1},

c+ (c1 − d1)x+ (c2 − d2)y + (c12 − d12)xy ≥ max(x, y).

Îòñþäà

E(1)

S g = min{1, P 1 + P 2 − P 1P 2}.

Äîáàâèì äîïîëíèòåëüíûé ïðèçíàê h
(1)
2 (Y ) = Y − 1. Â ýòîì ñëó-

÷àå Eh(1)
2 = P 2 − 1, Eh(1)

2 = P 2 − 1. Òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå �
çàäà÷à ïðîãðàììèðîâàíèÿ �

E(2)

S g = inf
c,ci,di

(c+ c1P 1 − d1P 1 + c2P 2 − d2P 2 + c12P 1P 2−

− d12P 1P 2 + c22P 1(P 2 − 1)− d22P 1(P 2 − 1))

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c1, d1, c2, d2, c12, d12, c22, d22 ∈ R+, c ∈ R,

c+ (c1 − d)x+ (c2 − d2)y + (c12 − d12)xy+
+ (c22 − d22)x(y − 1) ≥ max(x, y), ∀x, y ∈ {0, 1}.

Îòñþäà

E(2)

S g = min{1, P 1 + P 2 − P 1P 2}.

Ïóñòü P 1 = 0.2, P 1 = 0.4, P 2 = 0.3, P 2 = 0.5. Òîãäà

E(1)

S g = 0.84, E(2)

S g = 0.78. Â òî æå âðåìÿ õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî
ESg = P 1 + P 2 − P 1P 2 = 0.7. Òàêèì îáðàçîì, äîáàâëÿÿ íîâûå ïðè-
çíàêè è âû÷èñëÿÿ èõ ñðåäíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî òî÷íûå
çíà÷åíèÿ äëÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ïðè óñëîâèè ñòðîãîé íåçàâè-
ñèìîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðèìåðà âèäíî, ÷òî äàæå â ïðîñòåé-
øèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷è
îïòèìèçàöèè, ÷òî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíåíèå ðàññìîòðåííîãî ìåòî-
äà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ïðè óñëîâèè
ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè.
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Ïðèìåíåíèå èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ â ðÿäå ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷ ïîêàçàëî, ÷òî ôîðìû (4.3)�(4.5) è (4.11)�(4.13) ïðè óñëî-
âèè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè îêàçûâàþòñÿ áîëåå ïîëåçíûìè,
÷åì (4.1)�(4.2). Ïðè ýòîì çàäà÷à (4.11)�(4.13) â ñëó÷àå äâóõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ΩX = ΩY = R, è ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷å-
íèé (4.14) è (4.15) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

ESg = sup
c
(1)
i ,c

(2)
j ,xi,yj

nX+1∑
i=1

nY +1∑
j=1

g(xi, yj) · c(1)
i c

(2)
j

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

nX+1∑
i=1

c
(1)
i = 1,

nY +1∑
j=1

c
(2)
j = 1, c(1)

i ≥ 0, c(2)
j ≥ 0,

Ehk ≤
nX+1∑
i=1

hk(xi)c
(1)
i ≤ Ehk, k = 1, ..., nX ,

Ehk ≤
nY +1∑
k=1

hk(yi)c
(2)
i ≤ Ehk, k = nX + 1, ..., nX + nY .

Íèæíåå ñðåäíåå ESg âû÷èñëÿåòñÿ ðåøåíèåì òîé æå ñà-
ìîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, çàìåíèâ �sup� íà �inf�. Îïòèìàëü-
íûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y èìåþò
âèä

πXo(x) =
nX+1∑
i=1

c
(1)
i δxi(x), xi ∈ R, c(1)

i ∈ R+,

πY o(y) =
nY +1∑
i=1

c
(2)
i δyi(y), yi ∈ R, c(2)

i ∈ R+.

Â ðàáîòàõ [58, 96, 98, 102] ïîêàçàíî íà ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ìåðàõ, ÷òî ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, íåñìîò-
ðÿ íà íåëèíåéíîñòü, èìåþò äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ðåøåíèÿ â ÿâ-
íîì âèäå.
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4.6.3. Ñâîáîäíûå ïðîèçâåäåíèÿ

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ πXY (x, y) âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè πXY (x, y) = πX(x)πY (y).
Êðîìå òîãî, èçâåñòíû ìíîæåñòâà ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé âåðîÿòíîñòåé ΨX , ΨY , îáðàçîâàííûå îöåíêàìè âèäà (4.14)
è (4.15). Òîãäà âåðõíåå ñðåäíåå16 EF g ïðèçíàêà g ìîæíî îïðå-
äåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EF g = sup
πX∈ΨX

∑
x∈ΩX

 sup
πY ∈ΨY

∑
y∈ΩY

g(x, y)πY (y)

πX(x) =

= EX
(
EY |xg(x, Y )

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ

x âû÷èñëÿþòñÿ âåðõíèå ñðåäíèå EY |xg(x, Y ) â ñîîòâåòñòâèè ñ
ìàðãèíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé πY . Çàòåì ïîëó-
÷åííûé íàáîð âåðõíèõ ñðåäíèõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðèçíàê

EY |xg(x, Y ) è â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì πX(x) âû÷èñ-
ëÿåòñÿ EF g. Òàêîé òèï íåçàâèñèìîñòè íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì
ïðîèçâåäåíèåì17 [161] è èìååò ìåñòî òîëüêî òîãäà, êîãäà èìå-
åòñÿ íåïîëíîòà èíôîðìàöèè, ò.å. ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåé ΨX è ΨY ñîäåðæàò áîëåå îäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ñâîáîäíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåííûì âàðèàíòîì
ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå [ESg,ESg] ⊆ [EF g,EF g].

Âàæíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñâîáîä-
íîå ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ò.å.

EX
(
EY |xg(x, Y )

)
6= EY

(
EX|yg(X, y)

)
.

Ýòî îïðåäåëÿåò ïðèìåíèìîñòü ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äàí-
íûé òèï íåçàâèñèìîñòè èìååò ìåñòî, êîãäà îïðåäåëåíû ìíî-
æåñòâà ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ΨX , ΨY è
ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó÷åíèå ñâåäåíèé îá èñõîäå x ∈ ΩX

16Ñðåäíèå ýòîãî òèïà îáîçíà÷èì áóêâîé F .
17Óîëëè [131] íàçûâàåò ýòîò òèï íåçàâèñèìîñòè epistemic irrelevance

(àíãë.)
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íå èçìåíÿåò íàøó ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè îá èñõîäå y ∈ ΩY ,
íî íå íàîáîðîò. Êóçíåöîâ ïðèâîäèò ñëåäóþùèé ïðèìåð â êà-
÷åñòâå ïîÿñíåíèÿ ñâîáîäíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü ïåðâûé ðàç
ïîäáðàñûâàåòñÿ ìîíåòà òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü èñõîäà ðàâíà 1/2,
îáðàçóÿ ýêñïåðèìåíò X ñ äâóìÿ èñõîäàìè. Äðóãîé ðàç ìîíåòà
íå ïîäáðàñûâàåòñÿ, à ïîêàçûâàåòñÿ íåêîòîðûì ëèöîì (ýêñïå-
ðèìåíò Y ). Ïîêàç ïðîèçâîäèòñÿ îñìûñëåííûì îáðàçîì, ïî-
ýòîìó âåðîÿòíîñòü îðëà ìîæåò áûòü ëþáîé îò 0 äî 1. Ýêñ-
ïåðèìåíò X ñâîáîäåí îò Y , íî íåíåçàâèñèì, òàê êàê ðåøåíèå
îòíîñèòåëüíî òîãî, êàêóþ ñòîðîíó ìîíåòû ïîêàçûâàòü, ìîæåò
ïðîèçîéòè íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòà ïîäáðàñûâàíèÿ. Ñâîáîäà
ëèøü îçíà÷àåò, ÷òî î íàìåðåíèè ëèöà, ïîêàçûâàþùåãî ìîíåòó,
íè÷åãî íå èçâåñòíî. Åñëè ïîìåíÿòü â ïðèìåðå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåéñòâèé, òî ïîëó÷èì ñîâåðøåííî äðóãóþ ìîäåëü.

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííîãî òèïà íåçàâèñèìîñòè
â ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å ïðèâåäåí â ðàáîòå [100].

4.6.4. Íåçàâèñèìîñòü ïîâòîðåíèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà ýêñïåðèìåíòà èìåþò îäíî è òî æå
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ ΩX = ΩY = Ω. Òàêæå èç-
âåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò îäíî è òî æå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó Ψ. Â
ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ íå òîëüêî îäèíàêîâàÿ èíôîðìàöèÿ î äâóõ
ýêñïåðèìåíòàõ, íî è èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè èçâåñòíî òàêæå,
÷òî äâà ýêñïåðèìåíòà ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî ñîâìåñò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé èìååò âèä π × π, ãäå π ∈ Ψ.
Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååò ìå-
ñòî íåçàâèñèìîñòü ïîâòîðåíèé [15, 154]. Èäåíòè÷íîñòü ýêñïå-
ðèìåíòîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé óìåíü-
øàåò ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è äà-
åò áîëåå òî÷íûå ãðàíèöû èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ, ÷åì ñòðîãàÿ
íåçàâèñèìîñòü.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå òèïû íåçà-
âèñèìîñòè, íàïðèìåð íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, êî-
òîðàÿ áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðåíà â ãëàâå 10, íåêîâàðèèðîâàí-
íîñòü [161] è ò.ä. Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ âñåõ ðàññìîòðåííûõ
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òèïîâ íåçàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îíè èìåþò ìåñòî
òîëüêî ïðè íåïîëíîé èíôîðìàöèè.

4.7. Çàêëþ÷åíèå

Îñîáåííîñòü òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òàêèõ ñïîñîáîâ îïèñà-
íèÿ íåîïðåäåëåííîñòè è íåòî÷íîñòè, êàê òåîðèÿ Äåìïñòåðà�
Øåéôåðà è òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèè
äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþò àêñèî-
ìàì òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ A1�A4 è ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû êàê èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé.
Áîëåå òîãî, îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç áàçîâûõ âåðîÿòíî-
ñòåé ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîìîùè òåîðåìû ïðîäîëæå-
íèÿ. Ìåðû âîçìîæíîñòè è íåîáõîäèìîñòè òàêæå óäîâëåòâî-
ðÿþò àêñèîìàì A1�A4 è ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ïðè ïîìî-
ùè èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ. Êðîìå òîãî, ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ
âíóòðåííåé è âíåøíåé ìåðû, èñïîëüçóåìûé äëÿ èíòåðïðåòà-
öèè ìåðû âîçìîæíîñòè â ðàçäåëå 3.3, ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ
ïðèíöèïîì ïðîäîëæåíèÿ â ôîðìå (4.3)�(4.5), ãäå èìåþùèåñÿ
â îãðàíè÷åíèÿõ èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå � ýòî íèæíèå âåðîÿò-
íîñòè αi ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èñõîäîâ. Òåîðèÿ èíòåðâàëü-
íûõ âåðîÿòíîñòåé èëè ìíîæåñòâ âåðîÿòíîñòåé âîîáùå ÿâëÿ-
ëàñü ïðåäïîñûëêîé äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè èíòåðâàëüíûõ ñðåä-
íèõ.

Êàçàëîñü áû, ÷òî òåîðèþ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ áëàãîäà-
ðÿ óíèâåðñàëüíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ
ñèòóàöèÿõ, çàìåíèâ åþ ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïîäõîäû ê îïè-
ñàíèþ íåîïðåäåëåííîñòè è íåòî÷íîñòè. Îäíàêî ïðèíöèï ïðî-
äîëæåíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó, äëÿ êîòîðîé íå òîëüêî â
ÿâíîì âèäå, íî è ÷èñëåííî ðåøåíèå íå âñåãäà ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî [59, 103, 105, 116, 124]. Â òî æå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ â
ðàìêàõ ÷àñòíûõ ïîäõîäîâ ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè è
íå èñïîëüçîâàòü îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è.

Òåîðèÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ ïîçâîëÿåò òàêæå îáúÿñíèòü
è ïî íîâîìó âçãëÿíóòü íà íåêîòîðûå îñîáåííîñòè äðóãèõ òåî-
ðèé. Íàïðèìåð, èíòåðïðåòàöèÿ ìåð âîçìîæíîñòè è íåîáõîäè-
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ìîñòè íå âñåãäà áûëà ïîíÿòíà ìíîãèì ñïåöèàëèñòàì, îñîáåííî
â ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ. Òàêæå íå ñîâñåì ÷åòêî áûëè îïðåäå-
ëåíû âàðèàíòû èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèé â òåîðèè âîçìîæíî-
ñòåé. Íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà îáîáùåíèÿ Çàäå ñ
îïåðàöèÿìè �min� è �max� ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïåðåìåí-
íûõ ôàêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê ïîëíîé íåîïðåäåëåííîñòè, ÷òî
íåïðèåìëåìî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå
ïîçâîëÿþò îáúÿñíèòü èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé, èñ-
õîäÿ èç ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ íåçàâèñèìîñòè [95].

Òåîðèÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ óæå â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà-
øëà ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ: â
àíàëèçå íàäåæíîñòè ñëîæíûõ ñèñòåì [121], â òåîðèè èãð [68],
â àíàëèçå ðèñêà [90, 113, 116, 130], â ïðîãíîçèðîâàíèè èçìåíå-
íèÿ êëèìàòà [60] è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ, ãäå íåïîëíîòà è
ðàçíîðîäíîñòü èñõîäíîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âàæ-
íûì ôàêòîðîì èëè ñâîéñòâîì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðèÿ èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ è
ïðèíöèï ïðîäîëæåíèÿ áóäóò èãðàòü îñíîâíóþ ðîëü â çàäà-
÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è àíàëèçà ðèñêà ïðè êîìáèíèðîâàíèè
è îáðàáîòêå ðàçíîðîäíîé èíôîðìàöèè î ñèòóàöèÿõ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ýòîé êíèãå. Ôàêòè÷å-
ñêè áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé áóäóò îñíîâàíû
íà ïîèñêå ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ è ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè, îïðåäåëÿåìûõ ïðèíöèïîì ïðîäîëæåíèÿ â ðàç-
ëè÷íûõ åãî ôîðìàõ.



Ãëàâà 5

Áàéåñîâñêèé ïîäõîä

Ïðîøåäøåå íóæíî çíàòü íå ïîòî-
ìó, ÷òî îíî ïðîøëî, à ïîòîìó ÷òî,
óõîäÿ, íå óìåëî óáðàòü ñâîèõ ïî-
ñëåäñòâèé.

Âàñèëèé Îñèïîâè÷ Êëþ÷åâñêèé

5.1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà

Êàê îòìå÷àåòñÿ â [173], ìíîãèå ñòàòèñòè÷åñêèå çàäà÷è
íåçàâèñèìî îò ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ îáëàäàþò îáùèì ñâîé-
ñòâîì: äî òîãî êàê ïîëó÷åí êîíêðåòíûé íàáîð äàííûõ, â êà÷å-
ñòâå ïîòåíöèàëüíî ïðèåìëåìûõ äëÿ èçó÷àåìîé ñèòóàöèè ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Ïîñëå òîãî
êàê ïîëó÷åíû äàííûå, âîçíèêàåò âûðàæåííîå â íåêîòîðîì âè-
äå çíàíèå îá îòíîñèòåëüíîé ïðèåìëåìîñòè ýòèõ ìîäåëåé. Îä-
íèì èç ñïîñîáîâ �ïåðåñìîòðà� îòíîñèòåëüíîé ïðèåìëåìîñòè
âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêèé ïîäõîä, îñíîâîé
êîòîðîãî âûñòóïàåò èçâåñòíàÿ òåîðåìà Áàéåñà.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî òàê íàçûâàåìàÿ òðàäèöèîííàÿ ÷àñòîò-
íàÿ øêîëà ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà-
ìè òàêèõ ó÷åíûõ, êàê Ôèøåð, Íüþìåí, Ïèðñîí, è ìíîãèìè
äðóãèìè, äîìèíèðóåò â ñòàòèñòèêå â íàñòîÿùåå âðåìÿ, áàé-
åñîâñêèå ìåòîäû ïîêàçàëè ÷ðåçâû÷àéíî ñòðåìèòåëüíîå ðàç-
âèòèå â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî áàéåñîâñêèé ïîäõîä èìååò ðÿä ñóùåñòâåííûõ ïðåèìó-
ùåñòâ, êîòîðûå äåëàþò åãî äîñòàòî÷íî ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ
øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ [174]. Äåòàëüíûé àíàëèç áîëüøèíñòâà
äîñòîèíñòâ áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà â ñòàòèñòèêå ïî ñðàâíåíèþ
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ñ òðàäèöèîííûì ÷àñòîòíûì ïîäõîäîì ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå
Ôåðñîíà [32].

Îñíîâíîå îòëè÷èå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà îò äðóãèõ ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äî òîãî, êàê áóäóò ïî-
ëó÷åíû äàííûå, ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, èëè ñòàòèñòèê
ðàññìàòðèâàåò ñòåïåíè ñâîåãî äîâåðèÿ ê âîçìîæíûì ìîäåëÿì
è ïðåäñòàâëÿåò èõ â âèäå âåðîÿòíîñòåé. Êàê òîëüêî äàííûå
ïîëó÷åíû, òåîðåìà Áàéåñà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü íîâîå ìíî-
æåñòâî âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ïåðåñìîòðåííûå
ñòåïåíè äîâåðèÿ ê âîçìîæíûì ìîäåëÿì, ó÷èòûâàþùèå íîâóþ
èíôîðìàöèþ, ïîñòóïèâøóþ áëàãîäàðÿ äàííûì.

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå çà÷àñòóþ îòñóòñòâóþò â ðåàëü-
íûõ çàäà÷àõ àíàëèçà ðèñêà è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ÷òî äåëà-
åò èñïîëüçîâàíèå ìíîãèõ òðàäèöèîííûõ ÷àñòîòíûõ ïîäõîäîâ
íåïðàâîìåðíûì [148]. Èìåþùàÿñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èíôîðìà-
öèÿ ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî ñóáúåêòèâíûå îöåíêè â âèäå ýêñ-
ïåðòíûõ îöåíîê è ñóæäåíèé. Áîëåå òîãî, ñèòóàöèÿ, â êîòî-
ðîé ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå, ìîæåò áûòü âîîáùå íîâîé è íè-
êîãäà ðàíåå íå àíàëèçèðóåìîé. Ýòè îñîáåííîñòè óñëîæíÿþò
ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è ìîãóò ïîñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå
êàêèå-ëèáî âûâîäû è çàêëþ÷åíèÿ. Ïîýòîìó â òàêîé ñèòóàöèè
áàéåñîâñêèé ïîäõîä ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ïîëåçíûì è ýô-
ôåêòèâíûì.

Îñíîâîé áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà â ñòàòèñòèêå ÿâëÿåòñÿ òåî-
ðåìà Áàéåñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàáëþäàåì íåêîòîðóþ
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y , êîòîðàÿ èìååò ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè p(y|θ) ñ ïàðàìåòðàìè θ, íî õîòèì ñäåëàòü âûâîä î äðóãîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå θ, èìåþùåé íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé π(θ). Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé ïîëó÷åíû
ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå y (çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y ).
Ñ îäíîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñëå-
äóåò, ÷òî

Pr(θ|y) = Pr(y, θ)/Pr(y).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè òàê-
æå ñëåäóåò, ÷òî

Pr(y, θ) = Pr(y|θ) Pr(θ).
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Ïîäñòàâëÿÿ âòîðîå ðàâåíñòâî â ïåðâîå, ïîëó÷àåì èçâåñòíóþ
ôîðìóëó Áàéåñà:

Pr(θ|y) =
Pr(y|θ) Pr(θ)

Pr(y)
.

Åñëè èìååòñÿ m âîçìîæíûõ ïåðåìåííûõ (θ1, ..., θm), òî

Pr(θj |y) =
Pr(y|θj) Pr(θj)

Pr(y)
=

Pr(y|θj) Pr(θj)∑m
i=1 Pr(θi) Pr(y|θi)

.

Ðàñïðåäåëåíèå Pr(θ) íàçûâàåòñÿ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì âåðîÿòíîñòåé âîçìîæíûõ çíà÷åíèé θ (ýòî ðàñïðåäåëåíèå
ïðèíèìàåòñÿ ïðåæäå, ÷åì ïîëó÷åíû ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå).
Ðàñïðåäåëåíèå Pr(θ|y) íàçûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì çíà÷åíèé θ ïðè óñëîâèè, ÷òî íàáëþäàëèñü äàííûå y
(ýòî ðàñïðåäåëåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ äàííûõ). Ïðè ýòîì ïåðåìåííûå θj íàçûâàþòñÿ ãèïîòå-

çàìè, à y � ñâèäåòåëüñòâàìè, ïîääåðæèâàþùèìè ãèïîòåçû.

Ïðèìåð 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íàäåæ-
íîñòü íåêîòîðîé ôèðìû. Ïðè ýòîì âñå ôèðìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà
òðè îñíîâíûå ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò íàäåæíîñòè. Ïåðâàÿ ãðóï-
ïà � ôèðìû ñðåäíåé íàäåæíîñòè, âòîðàÿ ãðóïïà � ôèðìû âûñîêîé
íàäåæíîñòè, òðåòüÿ ãðóïïà � ôèðìû íèçêîé íàäåæíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì ïðè àíàëèçå êîíêðåòíîé ôèðìû èìåþòñÿ òðè ãèïîòåçû:
θi � ôèðìà ïðèíàäëåæèò i-é ãðóïïå, i = 1, 2, 3. Ïðè ýòîì èç îá-
ùåé ñòàòèñòèêè îðãàíèçàöèé, çàíèìàþùèõñÿ àíàëîãè÷íîé äåÿòåëü-
íîñòüþ, èçâåñòíî, ÷òî 50% ôèðì èìåþò ñðåäíþþ íàäåæíîñòü, 30%
ôèðì èìåþò âûñîêóþ íàäåæíîñòü, 20% ôèðì èìåþò íèçêóþ íà-
äåæíîñòü. Èñïîëüçóÿ ýòè äàííûå, ìîæíî îïðåäåëèòü àïðèîðíûå âå-
ðîÿòíîñòè ãèïîòåç: Pr(θ1) = 0.5, Pr(θ2) = 0.3, Pr(θ3) = 0.2. Îäíèìè
èç ïðèçíàêîâ (ñâèäåòåëüñòâàìè) íàäåæíîñòè ôèðìû ÿâëÿåòñÿ íà-
ëè÷èå ïðèáûëè ó ôèðìû (y1) è ñâîåâðåìåííûé ðàñ÷åò ñ áþäæåòîì
(y2). Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ òàêèõ ïðèçíàêîâ èìååòñÿ îáû÷íî íàìíîãî
áîëüøå. Îäíàêî ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî äâóìÿ, ÷òîáû ïîêàçàòü èñ-
ïîëüçîâàíèå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà. Èç àíàëèçà àíàëîãè÷íûõ ïðåä-
ïðèÿòèé èçâåñòíî, ÷òî ïðèáûëü èìåþò 40% ôèðì ñðåäíåé íàäåæíî-
ñòè, 80% ôèðì âûñîêîé íàäåæíîñòè è 30% ôèðì íèçêîé íàäåæíî-
ñòè. Îòñþäà ìîæíî çàïèñàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Pr(y1|θ1) = 0.4,
Pr(y1|θ2) = 0.8 è Pr(y1|θ3) = 0.3. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî âûïëà÷è-
âàþò â áþäæåò 70% ôèðì ñðåäíåé íàäåæíîñòè, 90% ôèðì âûñî-
êîé íàäåæíîñòè è 0% ôèðì íèçêîé íàäåæíîñòè. Îòñþäà ìîæíî
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Òàáëèöà 5.1. Àïðèîðíûå è óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

i 1 2 3
Pr(θi) 0.5 0.3 0.2
Pr(y1|θi) 0.4 0.8 0.3
Pr(y2|θi) 0.7 0.9 0.0

çàïèñàòü óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Pr(y2|θ1) = 0.7, Pr(y2|θ2) = 0.9 è
Pr(y2|θ3) = 0. Âñå èñõîäíûå äàííûå ïðèâåäåíû â òàáë. 5.1.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Pr(yc|θi) ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñâèäåòåëüñòâ îïðåäåëÿþòñÿ èç î÷åâèäíîãî óñëîâèÿ
Pr(yc|θi) = 1 − Pr(y|θi). Òàê, åñëè ôèðìà íå èìååò ïðèáûëè, òî
Pr(yc1|θ1) = 0.6, Pr(yc1|θ2) = 0.2, Pr(yc1|θ3) = 0.7.

Â ïðîöåññå ñáîðà ôàêòîâ âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç áóäóò ïîâûøàòü-
ñÿ, åñëè ôàêòû ïîääåðæèâàþò èõ, èëè óìåíüøàòüñÿ, åñëè ôàêòû
îïðîâåðãàþò èõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì òîëüêî îäíî ñâèäå-
òåëüñòâî y1, ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà êîíêðåòíàÿ ôèðìà èìååò
ïðèáûëü. Íàáëþäàÿ y1, ìû âû÷èñëÿåì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè
äëÿ ãèïîòåç ñîãëàñíî ôîðìóëå Áàéåñà äëÿ îäíîãî ñâèäåòåëüñòâà:

Pr(θ1|y1) =
Pr(y1|θ1) Pr(θ1)∑3
i=1 Pr(y1|θi) Pr(θi)

= 0.4,

Pr(θ2|y1) =
Pr(y1|θ2) Pr(θ2)∑3
i=1 Pr(y1|θi) Pr(θi)

= 0.48,

Pr(θ3|y1) =
Pr(y1|θ3) Pr(θ3)∑3
i=1 Pr(y1|θi) Pr(θi)

= 0.12.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ âèäíî, ÷òî ïîñëå òîãî êàê y1 ïðîèçîøëî
(ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî ôèðìà èìååò ïðèáûëü), äîâåðèå ê ãèïîòåçàì
θ1 è θ3 ïîíèçèëîñü, â òî âðåìÿ êàê äîâåðèå ê θ2 âîçðîñëî. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîäèôèöèðîâàëè àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè è ïîëó÷èëè
àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç. Åñëè ïðîäîëæèòü ìîäèôèêà-
öèþ èëè ïåðåñ÷åò íà îñíîâå íîâûõ ñâèäåòåëüñòâ, òî ïîëó÷åííûå
âûøå àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ñòàíîâÿòñÿ àïðèîðíûìè.
Íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèçèðóåìàÿ ôèðìà ïëàòèò â áþä-
æåò, ò.å. íàáëþäàåòñÿ y2. Òîãäà àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì ñ çàìåíîé âåðîÿòíîñòåé Pr(θi) âåðî-
ÿòíîñòÿìè Pr(θi|y1) è ñâèäåòåëüñòâ y1 ñâèäåòåëüñòâàìè y2, âû÷èñ-
ëåííûìè íà ïðåäûäóùåì ýòàïå. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷àåì
Pr(θ1|y2) = 0.393, Pr(θ2|y2) = 0.607, Pr(θ3|y2) = 0.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî òå æå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü çà
îäèí øàã, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îäíîâðåìåííî ïîëó÷åíû äâà ñâèäåòåëü-
ñòâà è ýòè ñâèäåòåëüñòâà íåçàâèñèìû. Â ýòîì ñëó÷àå àïîñòåðèîðíàÿ
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âåðîÿòíîñòü èìååò âèä

Pr(θj |y1, y2) =
Pr(y1, y2|θj) Pr(θj)∑3
i=1 Pr(y1, y2|θi) Pr(θi)

.

Ïðåäïîëîæåíèå íåçàâèñèìîñòè ñâèäåòåëüñòâ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

Pr(y1, y2|θj) = Pr(y1|θj) · Pr(y2|θj).

Îòñþäà

Pr(θj |y1, y2) =
Pr(y1|θj) · Pr(y2|θj) Pr(θj)∑3
i=1 Pr(y1|θi) · Pr(y2|θi) · Pr(θi)

.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ íåïðå-
ðûâíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü θ = (θ1, ..., θm) � âåêòîð m íåïðåðûâ-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå Ωm. Òî-
ãäà òåîðåìà Áàéåñà ïðèíèìàåò âèä

p(θ|y) =
p(y|θ)π(θ)

p(y)
=

p(y|θ)π(θ)∫
Ωm p(y, θ)dθ

.

Çäåñü π(θ) � àïðèîðíàÿ ïëîòíîñòü âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ,
p(θ|y) � àïîñòåðèîðíàÿ ïëîòíîñòü, âû÷èñëÿåìàÿ èñõîäÿ èç
ïðåäïîëîæåíèÿ àïðèîðíîé ïëîòíîñòè π(θ) è íàáëþäàåìûõ
äàííûõ y.

Ìåòîä ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, èñïîëüçóåìûé
â ñòàòèñòè÷åñêîì îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, è
áàéåñîâñêèé ïîäõîä äîñòàòî÷íî áëèçêè. Ïóñòü L(θ|y) � ôóíê-
öèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Ìåòîä ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäî-
áèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû θ ∈ Ωm âûáèðàþòñÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ ïðàâäîïî-
äîáèÿ êàê ôóíêöèþ îò θ. Ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìåòî-
äà ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîé-
ñòâàõ âûáîðêè áîëüøîãî îáúåìà, à èìåííî åñëè ðàçìåð âû-
áîðî÷íûõ äàííûõ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, òî ìîæíî ïðåäïîëî-
æèòü:

1) íîðìàëüíîñòü ñòàòèñòèêè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû;

2) ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò χ2-
ðàñïðåäåëåíèå.
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Îäíàêî ýòè çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ, åñëè
ðàçìåð âûáîðêè ìàë. Ïîýòîìó àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîïûòêà íà÷àòü ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä ñ íåêîòîðûõ èñ-
õîäíûõ ïðåäïîëîæåíèé (äîãàäîê) î ðàñïðåäåëåíèè íåèçâåñò-
íûõ ïàðàìåòðîâ π(θ). Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàéåñà, ìîæ-
íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

p(θ|y) =
1

p(y)
p(y|θ)π(θ).

Çàìåòèì, ÷òî p(y|θ) = L(θ|y) � ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ,
1/p(y) � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà ïî îòíîøåíèþ ê ïà-
ðàìåòðàì θ. Ïîýòîìó àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðîïîðöè-
îíàëüíî ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ íà àïðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå èëè

p(θ|y) ∝ L(θ|y)π(θ),

ãäå ñèìâîë ∝ îçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü.

Åñëè â çàäà÷å î íàäåæíîñòè ôèðì ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäî-
áèÿ áûëà èçâåñòíà â ÿâíîì âèäå, ò.å. â âèäå íàáîðà âåðîÿò-
íîñòåé p(y|θ) (óñëîâíûõ ê çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà), òî â îáùåì
ñëó÷àå ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå íåêîòîðîé ôóíê-
öèè îò ïàðàìåòðîâ, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ.

Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà p(y) âû÷èñëÿåòñÿ èñõîäÿ èç óñëîâèÿ
íîðìàëèçàöèè, ò.å. ñóììà àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé èëè
èíòåãðàë àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè ïî ìíîæåñòâó çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ θ ðàâåí åäèíèöå. Òîãäà, íàïðèìåð, äëÿ íåïðåðûâ-
íîãî ñëó÷àÿ

p(y) =
∫

Ωm
p(y|θ)π(θ)dθ.

Çàâèñèìîñòü àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé îò àïðèîðíûõ
ïîêàçûâàåò, êàê ìíîãî èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà ñîäåðæèòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Åñëè àïîñòå-
ðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñèëüíî çàâèñÿò îò àïðèîðíûõ, òî, ñêîðåå
âñåãî, äàííûå ñîäåðæàò ìàëî èíôîðìàöèè. Åñëè àïîñòåðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè ñëàáî çàâèñÿò îò âûáîðà àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, òî äàííûå ÿâëÿþòñÿ èíôîðìàòèâíûìè.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè áàéåñîâñêîãî ïîäõî-
äà êðîìå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàåìîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Y ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íåêîòîðî-
ãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ θ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåëè÷èíû Y . Îïèðàÿñü íà ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå,
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ θ ìîäèôèöèðóåòñÿ ïó-
òåì óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ è íîðìàëèçàöèè.
Ðåçóëüòàòîì ìîäèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ïàðàìåòðîâ θ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðàìåòðû ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñàìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè-
÷èíàìè ñ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì, ò.å. ìû èìååì íåîïðåäå-
ëåííîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà: �ñëó÷àéíûå ïàðàìåòðû ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû� èëè �ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ�.

Êàê òåïåðü íàéòè îêîí÷àòåëüíî îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ? Äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîð ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåí-
òà θ. Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè òðè òî÷å÷íûå
îöåíêè ïàðàìåòðà θ.

1. Ìîäà. Îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ìàê-
ñèìóìà àïîñòåðèîðíîé ïëîòíîñòè, ò.å.

p(θ̂|y) = max
θ
p(θ|y).

2. Ìåäèàíà. Îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ðà-
âåíñòâà Pr(θ > θ̂|y) = Pr(θ < θ̂|y) = 0.5 èëè∫ +∞

θ̂
p(θ|y)dθ =

∫ θ̂

−∞
p(θ|y)dθ = 0.5.

3. Ñðåäíåå. Îöåíêà θ̂ ïàðàìåòðà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå, ò.å.

θ̂ = E[θ|y] =
∫ +∞

−∞
θp(θ|y)dθ.

Íàèáîëåå âàæíûì è îäíîâðåìåííî ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âî-
ïðîñ âûáîðà àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Îäíèì
èç ôàêòîðîâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè íàëè÷èè èíôîðìà-
òèâíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äàæå �ïëîõîå� àïðèîðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íå ïîâëèÿåò ñóùåñòâåííî íà àïîñòåðèîðíîå. Äðó-
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ãèì âàæíûì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé, îñî-
áåííî åñëè ðàñ÷åòû àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâî-
äÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
èíôîðìàöèè. Ïîýòîìó íà âûáîð àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âëèÿåò åãî ïðèíàäëåæíîñòü ê òàê íàçûâàåìîìó êëàññó ñîãëà-
ñîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé, ò.å. òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé, ÷òî àïðè-
îðíîå è àïîñòåðèîðíîå ÿâëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå ðàñïðåäå-
ëåíèåì, íî ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ýòîì ñîãëàñîâàí-
íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî âèäîì àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ, íî è âèäîì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å. òèï ðàñïðåäåëå-
íèÿ äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ ïðè óìíîæåíèè àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ íà ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ñ ó÷åòîì íîðìàëèçàöèè.
Ê òàêèì ðàñïðåäåëåíèÿì îòíîñÿòñÿ: ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, åñ-
ëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîé; áåòà-
ðàñïðåäåëåíèå, åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ áèíî-
ìèàëüíîé; ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå, åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäîïî-
äîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå öåëîãî
ðÿäà ñîãëàñîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ
[69] è [173].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äî ïîÿâëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ äàííûõ èëè íàáëþäåíèé î ïàðàìåòðàõ çà÷àñòóþ íè÷åãî
íå èçâåñòíî. Ïîýòîìó åñëè îòáðîñèòü òðåáîâàíèå ïðîñòîòû âû-
÷èñëåíèé, òî ïðåäïî÷òèòåëüíîå èëè �õîðîøåå� (ïîäõîäÿùåå)
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äîëæíî ìèíèìàëüíî âëèÿòü íà âû-
âîä, ò.å. íà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, à òàêæå ó÷èòûâàòü
îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ. Àïðèîðíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîäåëèðóþùèå îòñóòñòâèå àïðèîðíîé èíôîð-
ìàöèè, íàçûâàþòñÿ íåèíôîðìàòèâíûìè.

Ïîñòóëàò Áàéåñà�Ëàïëàñà ãîâîðèò îò òîì, ÷òî, êîãäà çà-
ðàíåå íè÷åãî íå èçâåñòíî î ïàðàìåòðå θ, àïðèîðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñëåäóåò ïðèíèìàòü ðàâíîìåðíûì, ò.å. âñå âîçìîæíûå
èñõîäû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ èìåþò ðàâíûå âåðîÿòíîñòè. Îñ-
íîâíîé ïðîáëåìîé èñïîëüçîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ â êà÷åñòâå íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íåèíâàðèàíòíî
ïî îòíîøåíèþ ê ôóíêöèÿì ïàðàìåòðà. Åñëè ìû íè÷åãî íå
çíàåì î ïàðàìåòðå θ, òî ìû òàêæå íè÷åãî íå çíàåì è, íà-
ïðèìåð, î ôóíêöèè 1/θ. Îäíàêî åñëè θ èìååò ðàâíîìåðíîå
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ðàñïðåäåëåíèå, òî 1/θ óæå íå èìååò ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, õîòÿ ñîãëàñíî ïîñòóëàòó Áàéåñà�Ëàïëàñà, 1/θ äîëæíî
èìåòü ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Êðîìå òîãî, ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî, åñ-
ëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà áåñêîíå÷íî. Ñëåäóåò òàêæå
îòìåòèòü ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îò ìíîæåñòâà èñõîäîâ. Óîëëè [132] ïðèâåë ñëåäóþùèé
ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ýòó çàâèñèìîñòü. Ïóñòü â ìåøêå
èìåþòñÿ øàðû êðàñíîãî öâåòà è êàêèõ-òî äðóãèõ öâåòîâ. Ïðè
ýòîì íåèçâåñòíî, ñêîëüêî øàðîâ êðàñíîãî öâåòà è ñêîëüêî âñåõ
îñòàëüíûõ øàðîâ â ìåøêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåð-
âûé âûòàùåííûé èç ìåøêà øàð áóäåò êðàñíûé? Ïðåäïîëàãàÿ
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü 1/2. Ïóñòü
òåïåðü â ìåøêå èìåþòñÿ øàðû êðàñíîãî öâåòà, çåëåíîãî öâåòà
è êàêèõ-òî äðóãèõ. Òîãäà âåðîÿòíîñòü êðàñíîãî øàðà ðàâíà
1/3. Ñèòóàöèÿ âî âòîðîì ñëó÷àå ïðèíöèïèàëüíî íå èçìåíè-
ëàñü, òàê êàê çåëåíûå øàðû ìîæíî îòíåñòè ê øàðàì �äðóãî-
ãî öâåòà� ïðèìåíèòåëüíî ê ïåðâîé ñèòóàöèè. Îäíàêî ìû ïî-
ëó÷èëè ñîâåðøåííî ðàçíûå âåðîÿòíîñòè êðàñíîãî øàðà. Äðó-
ãèì íàãëÿäíûì ïðèìåðîì çàâèñèìîñòè ñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé
îò ìíîæåñòâà èñõîäîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòè ðîæäåíèÿ äâóõ ìàëü÷èêîâ ó ñåìåéíîé ïàðû, ïðèâåäåííàÿ
â ðàçäåëå 1.2 ïðè îáîñíîâàíèè èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíîé
ìåðû.

Â ëèòåðàòóðå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
ïîäõîäîâ äëÿ âûáîðà òîãî èëè èíîãî íåèíôîðìàòèâíîãî àïðè-
îðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [6, 10, 81, 173], èìåþùèõ ñâîè äîñòî-
èíñòâà è íåäîñòàòêè. Îäíàêî íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ
ïîäõîä, ïîëíîñòüþ îòëè÷àþùèéñÿ îò áîëüøèíñòâà òðàäèöè-
îííûõ. Ñóòü ýòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îïðå-
äåëèì íå îäíî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, à öåëûé êëàññ M
ðàñïðåäåëåíèé π, äëÿ êîòîðîãî ìîæíî íàéòè íèæíþþ è âåðõ-
íþþ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A êàê

P (A) = inf{Pπ(A) : π ∈M},

P (A) = sup{Pπ(A) : π ∈M}. (5.1)

Åñëè ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì (ñì.
ãëàâó 4), òî îíî ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íèæíåé è âåðõíåé
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ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî êëàññ M ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü �íå êàê êëàññ ïîäõî-
äÿùèõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à êàê ïîäõîäÿùèé êëàññ
àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé�. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäîå îòäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì èëè �õîðî-
øèì� àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, òàê êàê íè îäíî îòäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòåëüíî ìîäåëèðîâàòü îò-
ñóòñòâèå èíôîðìàöèè. Íî âåñü êëàññ â öåëîì, îïðåäåëÿåìûé
âåðõíèì è íèæíèì ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ
ïîäõîäÿùåé ìîäåëüþ îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè. Êîãäà àïðèîð-
íîé èíôîðìàöèè ïî÷òè íåò, P (A) äëÿ ýòîãî êëàññà äîëæíî
áûòü áëèçêî ê 0, à P (A) áëèçêî ê 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àïðèî-
ðè ñîáûòèå A ìîæåò èìåòü ëþáóþ âåðîÿòíîñòü.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êëàññ ðàñïðåäåëåíèéM îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêè. Ïîýòîìó ìèíèìóì è ìàêñèìóì â (5.1)
îáû÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ïî íåêîòîðûì ïàðàìåòðàì. Ê íàèáîëåå
èçâåñòíûì òàêèì êëàññàì àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëåäóåò
îòíåñòè îáîáùåííóþ ìîäåëü Äèðèõëå [132], ìîäåëü îãðàíè÷åí-
íîé ïðîèçâîäíîé [134], îáîáùåííûå ìîäåëè ýêñïîíåíöèàëüíî-
ãî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé [69].

5.2. Ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ðàññìîòðèì ñòàí-
äàðòíóþ ïîëèíîìèàëüíóþ ìîäåëü. Ïóñòü Ω = {ω1, ..., ωm} �
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ è èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü N íà-
áëþäåíèé, íåçàâèñèìî âûáðàííûõ èç Ω ñ îäèíàêîâûìè âåðî-
ÿòíîñòÿìè êàæäîãî èñõîäà Pr{ωj} = θj äëÿ âñåõ j = 1, ...,m,
ãäå θj ≥ 0 è

∑m
j=1 θj = 1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç N íà-

áëþäåíèé èñõîä ωj áóäåò íàáëþäàòüñÿ Nj ðàç, îïðåäåëÿåòñÿ
èç èçâåñòíîé ôîðìóëû ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè θ1, ..., θm. Îäíàêî ïàðàìåòðû θ1, ..., θm ìîãóò áûòü
ñàìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è èìåòü íåêîòîðîå ðàñïðåäåëå-
íèå èëè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè π(θ). Îäíèì èç íàèáîëåå èí-
òåðåñíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïàðàìåòðîâ (âåðîÿòíîñòåé) θ1, ..., θm
ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñî-
âàííûì ñ ïîëèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì â òîì ñìûñëå, ÷òî
àïðèîðíîå è àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàñïðå-
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äåëåíèÿìè Äèðèõëå.
Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå (s, t) äëÿ ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà âåðîÿòíîñòåé θ = (θ1, ..., θm), ãäå t = (t1, ..., tm), èìååò
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè [23, 140]

π(θ) = Γ(s)

 m∏
j=1

Γ(stj)

−1

·
m∏
j=1

θ
stj−1
j .

Çäåñü ïàðàìåòð ti ∈ (0, 1) ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì (ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) âåðîÿòíîñòè θi; ïàðàìåòð s > 0 îïðå-
äåëÿåò âëèÿíèå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà àïîñòåðèîðíûå
âåðîÿòíîñòè; âåêòîð t ïðèíàäëåæèò âíóòðåííåé îáëàñòè åäè-
íè÷íîãî ñèìïëåêñà ðàçìåðíîñòè m, êîòîðûé áóäåì îáîçíà-
÷àòü S(1,m); Γ(·) � ãàììà-ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì Γ(x + 1) = xΓ(x) è Γ(1) = 1. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
ïåðåìåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè
θ1, ..., θm, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ θ ∈ S(1,m). Ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî íå òîëüêî ñàìè ñîáûòèÿ ñ÷èòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íî è
èõ âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 5.2. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó ñ íàäåæíîñòüþ ôèðì (ñì. ïðè-
ìåð 5.1). Â ýòîì ïðèìåðå ìîæíî âûäåëèòü òðè ñîáûòèÿ (m = 3):
ôèðìà èìååò ñðåäíþþ íàäåæíîñòü (ïåðâîå ñîáûòèå � ω1), âûñî-
êóþ íàäåæíîñòü (âòîðîå ñîáûòèå � ω2), íèçêóþ íàäåæíîñòü (òðå-
òüå ñîáûòèå � ω3). Âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíû-
ìè âåëè÷èíàìè, è èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðàâíû t1, t2, t3. Ïðè
ýòîì ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè íàäåæíîñòè
ôèðìû ðàâíû 0.5, 0.3, 0.2 ñîîòâåòñòâåííî, îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè-
÷åñêèå îæèäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàäåæíîñòè ôèðìû äëÿ àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ðàâíû t1 = 0.5, t2 = 0.3, t3 = 0.2. Îäíàêî
âåðîÿòíîñòè íàäåæíîñòè ôèðìû ìîãóò áûòü â äåéñòâèòåëüíîñòè
ëþáûå ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè π(θ).

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà íàáëþäåíèé n = (n1, ..., nm), ãäå
nj � ÷èñëî íàáëþäåíèé èñõîäà ωj , óìíîæàÿ àïðèîðíóþ ïëîò-
íîñòü íà ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ L(n|θ), ïîëó÷àåì àïîñòåðè-
îðíóþ ïëîòíîñòü:

p(θ|n) ∝ π(θ)L(n|θ) =
m∏
j=1

θ
nj+stj−1
j ,
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êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
Äèðèõëå (N+s, t∗), ãäå t∗ = (t∗1, ..., t

∗
m), t∗j = (nj+stj)/(N+s).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå îòíîñèòñÿ ê êëàñ-
ñó ñîãëàñîâàííûõ ðàñïðåäåëåíèé è ïðè ïåðåñ÷åòå àïðèîðíûå
ïàðàìåòðû t ïðåîáðàçóþòñÿ â t∗. Ýòî î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî,
áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå ïîëó÷èëî øèðî-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå â áàéåñîâñêîì àíàëèçå.

Ïðèìåð 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå îáñëåäîâàíèÿ 10
ôèðì, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî 6 ôèðì èìåþò ñðåäíþþ íàäåæíîñòü,
3 ôèðìû � âûñîêóþ íàäåæíîñòü è 1 ôèðìà � íèçêóþ íàäåæíîñòü.
Òîãäà n1 = 6, n2 = 3, n3 = 1, N = 10. Ïóñòü ïàðàìåòð s ðàâåí 1.
Òîãäà àïîñòåðèîðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà-
äåæíîñòè ôèðì ñòàíîâÿòñÿ ðàâíû

t∗1 =
6 + 1 · 0.5

10 + 1
= 0.591, t∗2 =

3 + 1 · 0.3
10 + 1

= 0.3,

t∗3 =
1 + 1 · 0.2

10 + 1
= 0.109.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîð-
ìàöèè âåðîÿòíîñòè íàäåæíîñòè ôèðì îñòàþòñÿ ñëó÷àéíûìè, íî
ñ íîâûìè (àïîñòåðèîðíûìè) ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ïîëó-
÷åííûìè âûøå. Ïðè ýòîì íîâàÿ èíôîðìàöèÿ ïîäòâåðäèëà àïðè-
îðíîå ïðåäñòàâëåíèå î âåðîÿòíîñòè ôèðì âûñîêîé íàäåæíîñòè è
èçìåíèëà ïðåäñòàâëåíèå î âåðîÿòíîñòÿõ ôèðì íèçêîé è ñðåäíåé íà-
äåæíîñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ïðèíÿòü s = 0, òî àïîñòåðèîðíûå
äàííûå áóäóò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî èìåþùåéñÿ äîïîëíè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè â âèäå àíàëèçà 10 ôèðì. Ïîëó÷åííûå äàííûå
ïåðåñ÷åòà â ýòîì ñëó÷àå íå áóäóò çàâèñåòü îò âûáîðà àïðèîðíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïàðàìåòð s ïðèíèìàåò áîëüøèå
çíà÷åíèÿ, òî ïîëó÷àåìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ïðàêòè÷åñêè
ïåðåñòàåò âëèÿòü íà àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè è ïîèñê äîïîëíè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè òåðÿåò ñìûñë.

Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî åãî ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿìè Äèðèõëå ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè. Â ÷àñòíî-
ñòè, åñëè m = 2, òî ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå åñòü íå ÷òî èíîå,
êàê áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñïðåäåëåíèå Äè-
ðèõëå åñòü îáîáùåíèå áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè m > 2.
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5.3. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü Äèðèõëå

Óîëëè [132] ïðåäëîæèë îáîáùåííóþ ìîäåëü ðàñïðåäåëåíèé
Äèðèõëå, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäå-
ëåíèé Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðàìè s è t. Òàê êàê âìåñòî îäíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ â îáîáùåííîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ðàñïðåäåëåíèé Äèðèõëå, òî ïðîèçâîëüíàÿ îöåíêà âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé θj , íàïðèìåð èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
èëè äèñïåðñèÿ, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê èíòåðâàë ñ íèæíåé
è âåðõíåé ãðàíèöåé òàê, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî èíòåðâàëà ñî-
îòâåòñòâóåò îäíîìó èëè íåñêîëüêèì ðàñïðåäåëåíèÿì èç ìíî-
æåñòâà, à íèæíÿÿ (âåðõíÿÿ) ãðàíèöà èíòåðâàëà âû÷èñëÿåòñÿ
ìèíèìèçàöèåé (ìàêñèìèçàöèåé) ñîîòâåòñòâóþùåé îöåíêè ïî
âñåì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ t ïðè îãðàíè÷åíèè t ∈ S(1,m).
Äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè ïàðàìåòð s îïðåäåëÿåò, êàê áûñòðî
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé ñõîäÿòñÿ ïðè íàêîï-
ëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Óîëëè òàêæå îïðåäåëèë ïà-
ðàìåòð s êàê ÷èñëî íàáëþäåíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ñíèæåíèÿ
íåòî÷íîñòè (ðàçíîñòü ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàìè
îöåíîê âåðîÿòíîñòåé) â äâà ðàçà. Ìàëûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà ïðèâîäÿò ê áûñòðîé ñõîäèìîñòè âåðõíåé è íèæíåé ãðà-
íèö âåðîÿòíîñòè ê íåêîòîðîìó òî÷íîìó çíà÷åíèþ, â òî âðåìÿ
êàê áîëüøèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäÿò ê ìåäëåí-
íîé ñõîäèìîñòè, íî áîëåå îñòîðîæíîìó âûâîäó. Äîñòàòî÷íî
ïîäðîáíîå îïèñàíèå âûáîðà ïàðàìåòðà s ìîæåò áûòü íàéäåíî
â [7, 8, 9, 79, 132].

Ïóñòü A � íåòðèâèàëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà èñõî-
äîâ Ω = {ω1, ..., ωm}, ò.å. A íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è A 6= Ω. Ïóñòü
n(A) � ÷èñëî ïîÿâëåíèé A â N îïûòàõ, n(A) =

∑
ωj∈A nj .

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, îáîçíà÷àåìàÿ P (A|n, t, s), ïðè
óñëîâèè èñïîëüçîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ìîæåò áûòü
íàéäåíà êàê

P (A|n, t, s) =
n(A) + st(A)

N + s
,

ãäå t(A) =
∑

ωj∈A tj .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî P (A|n, t, s) = 0, åñëè A = ∅, è
P (A|n, t, s) = 1, åñëè A = Ω.

Òàê êàê âåêòîð ïàðàìåòðîâ t íåèçâåñòåí, ðàññìîòðèì
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ìíîæåñòâî M ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé (ñì. ãðàíèöû
(5.1)), îïðåäåëÿåìîå ìíîæåñòâîì âñåõ âîçìîæíûõ âåêòîðîâ
t ∈ S(1,m). Ìèíèìèçèðóÿ è ìàêñèìèçèðóÿ âåðîÿòíîñòü
P (A|n, t, s) ïî âñåì t ∈ S(1,m), ïîëó÷èì àïîñòåðèîðíûå íèæ-
íþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A:

P (A|n, s) =
n(A)
N + s

, P (A|n, s) =
n(A) + s

N + s
.

Ïðèìåð 5.4. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 5.1 ñ íàäåæíîñòüþ ôèðì ïðè
óñëîâèè, ÷òî áûëî îáñëåäîâàíî 10 ôèðì: n1 = 6, n2 = 3, n3 = 1,
N = 10. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àïðèîðè íè÷åãî íå áûëî èçâåñòíî
î ôèðìàõ, òî, èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ìîäåëü Äèðèõëå è ïðèíèìàÿ
s = 1, ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé:

P (ω1|n, 1) = 6/11, P (ω1|n, 1) = 7/11,

P (ω2|n, 1) = 3/11, P (ω2|n, 1) = 4/11,

P (ω3|n, 1) = 1/11, P (ω3|n, 1) = 2/11.

Èç ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî ïîëó÷åííûå âûøå çíà÷åíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé t∗1 = 0.591, t∗2 = 0.3, t∗3 = 0.109, èñïîëüçóþùèå àïðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé t1 = 0.5, t2 = 0.3, t3 = 0.2, ïîïàäàþò â
ãðàíèöû P (ωi|n, 1) è P (ωi|n, 1), êîòîðûå íå ó÷èòûâàëè ýòè àïðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè.

Åñëè ïðèíÿòü s = 2, òî

P (ω1|n, 2) = 6/12, P (ω1|n, 2) = 8/12,

P (ω2|n, 2) = 3/12, P (ω2|n, 2) = 5/12,

P (ω3|n, 2) = 1/12, P (ω3|n, 2) = 3/12.

Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåðâàëû âåðîÿòíîñòåé ñòàëè øèðå.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî äàåò ïîâîä ãîâîðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè
ÿâëÿþòñÿ áîëåå íàäåæíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêàìè, ïîëó÷åííû-
ìè ïðè s = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷èâàåòñÿ ñòåïåíü íåòî÷íîñòè
ðåçóëüòàòîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñíèæàåòñÿ èõ èíôîðìàòèâíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåä ïîëó÷åíèåì êàêèõ-ëèáî íàáëþäåíèé
n(A) = N = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, P (A|n, s) = 0 è P (A|n, s) = 1
äëÿ âñåõ íåòðèâèàëüíûõ ñîáûòèé A. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè
íè÷åãî íå èçâåñòíî î ïîâåäåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèé ìîãóò áûòü ëþáûìè â ïðåäåëàõ îò 0 äî
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1. Ýòî î÷åíü âàæíîå ñâîéñòâî, òàê êàê, èñïîëüçóÿ îáîáùåí-
íóþ ìîäåëü Äèðèõëå, íåò íåîáõîäèìîñòè âûáèðàòü êàêîå-ëèáî
îïðåäåëåííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ θ. Â ïðîòèâîïî-
ëîæíîñòü ýòîìó, îáúåêòèâíûé áàéåñîâñêèé ïîäõîä [10] òðåáóåò
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ ñâåäåíèé èëè ñòàòè-
ñòèêè î âåðîÿòíîñòÿõ θ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ îäíîãî îïðåäåëåí-
íîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îáîáùåííàÿ
ìîäåëü Äèðèõëå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê �ïîäõîäÿùèé�
êëàññ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à íå êàê êëàññ �ïîäõîäÿùèõ�
àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì. ðàçäåë 5.1).

Äðóãèì âàæíûì ñâîéñòâîì îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå
ÿâëÿåòñÿ åå èíâàðèàíòíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó âîç-
ìîæíûõ èñõîäîâ, ò.å. ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä íå çàâèñèò îò ðàç-
ìåðà è ñîäåðæàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â îòëè÷èå îò îáúåêòèâíîãî áàéåñîâñêîãî
àíàëèçà, êîãäà s = 0, îáîáùåííàÿ ìîäåëü Äèðèõëå íå ïðåäó-
ñìàòðèâàåò îïðåäåëåíèÿ êàêîãî-ëèáî êîíêðåòíîãî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà âîç-
ìîæíûõ èñõîäîâ (íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ). Áîëåå òîãî, ïðîöåäóðà ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâî-
äà íå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî ïîëó÷åííûå ñòàòèñòè÷åñêèå
äàííûå òî÷íû, ò.å. íàáëþäåíèÿ ìîãóò áûòü èíòåðâàëüíûìè,
âëîæåííûìè, ïåðåêðûâàþùèìèñÿ èëè âîîáùå îòñóòñòâóþùè-
ìè äëÿ íåêîòîðûõ âîçìîæíûõ èñõîäîâ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè s = 0, òî P (A|n, s) = P (A|n, s), ò.å. âåðõ-
íÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ñîâïàäàþò. Êàçàëîñü áû,
÷òîáû óìåíüøèòü íåòî÷íîñòü, ñëåäóåò âûáèðàòü s = 0. Îäíà-
êî ýòî ïðèâîäèò ê ñëèøêîì ðèñêîâàííûì âûâîäàì. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìîíåòà Ω = {îðåë,ðåøêà}, êîòîðóþ ïîä-
áðîñèëè 5 ðàç (N = 5) òàê, ÷òî 3 ðàçà âûïàë îðåë (n1 = 3,
n2 = N − n1 = 2). Íå çíàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü îðëà ðàâíà 0.5,
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä èç ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé, ÷òî ýòà âåðî-
ÿòíîñòü ðàâíà 3/5 = 0.6, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ îøèá-
êîé. Â òî æå âðåìÿ, åñëè ïðèíÿòü s = 1, òî èç ïðèâåäåííûõ âû-
ðàæåíèé ïîëó÷èì P (îðåë|n, 1) = 3/6, P (îðåë|n, 1) = 4/6, ò.å.
âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îðëà íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [1/2, 2/3].
Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî, �ðàçìûâàÿ� èíòåðâàë èñêîìîé
âåðîÿòíîñòè, ìû ïðèíèìàåì áîëåå îñòîðîæíîå è, êàê âèäíî èç
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ïðèìåðà, áîëåå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå î âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà èñïû-
òàíèé N âëèÿíèå ïàðàìåòðà s óìåíüøàåòñÿ è ïðè áîëüøîì
êîëè÷åñòâå îïûòîâ (íàáëþäåíèé) ïàðàìåòð âîîáùå ïåðåñòàåò
âëèÿòü íà èòîãîâûå ðåçóëüòàòû.

5.4. Ðîáàñòíàÿ ìîäåëü çàñîðåíèÿ

Îäíèì èç èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ äëÿ ó÷åòà íåîäíîçíà÷íîñòè
àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â áàéåñîâñêèõ ìåòîäàõ îöåíèâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óñòîé÷èâûõ, èëè ðîáàñòíûõ, ìåòîäîâ
îöåíèâàíèÿ [181]. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðîáàñòíûõ
ìîäåëåé, íî íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå èç íèõ � ìîäåëè çàñîðåíèÿ.
Îñíîâíàÿ èäåÿ ýòèõ ìîäåëåé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ çà-
ùèòû îò îøèáêè âûáîðà îïðåäåëåííîãî àïðèîðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ P , ïðåäïîëàãàåìîãî êàê �èñòèííîå� ðàñïðåäåëåíèå,
ôîðìèðóåòñÿ íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü (ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëå-
íèé) M(ε), êîòîðàÿ ñîäåðæèò âñå ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî
áëèçêèå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå1 ê ðàñïðåäåëåíèþ P . Çäåñü
ε � ìåðà çàñîðåíèÿ, êîòîðàÿ ïîíèìàåòñÿ êàê äîëÿ �çàñîðÿþ-
ùèõ� ðàñïðåäåëåíèé. Îáû÷íî îêðåñòíîñòè ÿâëÿþòñÿ âëîæåí-
íûìè, ò.å. M(ε1) ⊆ M(ε2), åñëè ε1 ≤ ε2. Îäíîé èç ðîáàñò-
íûõ ìîäåëåé äàííîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü ε-çàñîðåíèÿ, äëÿ
êîòîðîé ìíîæåñòâî M(ε) îáðàçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè âèäà
(1− ε)P + εQ, ãäå Q � ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ìíîæåñòâî M(ε) îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè âîçìîæíûìè
ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Íàéäåì íèæíþþ âåðîÿòíîñòü äëÿ íåòðèâèàëüíîãî ñîáû-
òèÿ A ⊂ Ω:

P (A) = min
Q
{(1− ε)P (A) + εQ(A)} =

= (1− ε)P (A) + εmin
Q

Q(A).

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé

1Çäåñü ìåðà áëèçîñòè äâóõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëÿå-
ìàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìåðîé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè, ÿâíî íå
îãîâàðèâàåòñÿ, òàê êàê îíà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ìîäåëè çàñîðåíèÿ.
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Q ìîæíî íàéòè òàêîå, ÷òî Q(A) = 0, åñëè A 6= Ω. Ñëåäîâà-
òåëüíî, íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü èìååò âèä

P (A) = (1− ε)P (A).

Íàéäåì òåïåðü âåðõíþþ âåðîÿòíîñòü äëÿ íåòðèâèàëüíîãî ñî-
áûòèÿ A ⊂ Ω:

P (A) = max
Q
{(1− ε)P (A) + εQ(A)} =

= (1− ε)P (A) + εmax
Q

Q(A).

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé
Q ìîæíî íàéòè òàêîå, ÷òî Q(A) = 1, åñëè A 6= ∅. Ñëåäîâà-
òåëüíî, âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòü èìååò âèä:

P (A) = (1− ε)P (A) + ε.

Âàæíûì ñâîéñòâîì ìîäåëè ε-çàñîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëþáîé ôóíêöèè f(X) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Ef(X) = (1− ε)
∑
i

f(xi)Pi + ε
∑
i

f(xi)Qi =

= (1− ε)EP f(X) + εEQf(X).

Òîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûðàæåíèÿ äëÿ
íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíê-
öèè f(X), ìèíèìèçèðóÿ è ìàêñèìèçèðóÿ ïî âñåì ðàñïðåäåëå-
íèÿì Q:

EMf(X) = (1− ε)EP f(X) + ε inf
x
f(x),

EMf(X) = (1− ε)EP f(X) + ε sup
x
f(x).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü òàêæå ñâÿçü ìåæäó îáîáùåííîé ìîäå-
ëüþ Äèðèõëå è ìîäåëüþ ε-çàñîðåíèÿ. Ïóñòü P (A) îöåíèâàåòñÿ
êàê n(A)/N , ãäå n(A) � ÷èñëî ïîÿâëåíèé A â N îïûòàõ. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ε-çàñîðåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì:

P (A) = (1− ε)n(A)/N, P (A) = (1− ε)n(A)/N + ε.
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Åñëè âçÿòü çíà÷åíèå ε â âèäå ε = s/(N + s), òî ìû ïîëó÷èì
âåðîÿòíîñòè

P (A) = n(A)/ (N + s) , P (A) = (n(A) + s)/ (N + s) ,

êîòîðûå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ âåðîÿòíîñòÿìè ñîáûòèÿ A,
ïîëó÷åííûìè äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå. Ýòîò ôàêò
ãîâîðèò î òîì, ÷òî îáîáùåííàÿ ìîäåëü Äèðèõëå ìîæåò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê îäèí èç âèäîâ ðîáàñòíûõ ìîäåëåé.

Ìîäåëü ε-çàñîðåíèÿ îïðåäåëÿåò íåïàðàìåòðè÷åñêèé êëàññ
àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

5.5. Ðàñøèðåííûå ôóíêöèè äîâåðèÿ è
ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ N íàáëþäåíèé (ñâèäåòåëüñòâ)
Ai ⊆ Ω = {ω1, ..., ωm}, i = 1, ..., n, è ci � ÷èñëî íàáëþäàåìûõ
ìíîæåñòâ Ai, i = 1, ..., n. Êàê áûëî óæå ïîêàçàíî, ôóíêöèè
äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåì èñïîëü-
çîâàíèÿ ìíîæåñòâà ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäåëåé èëè ìíîæåñòâà
óðíîâûõ ìîäåëåé (ñì. ðàçäåë 2.2). Îäíàêî â êà÷åñòâå îöåíêè
âåðîÿòíîñòè θi âûáîðà øàðà èç i-é óðíû áûëî ïðèíÿòî îòíî-

øåíèå êîëè÷åñòâà âûáðàííûõ èç i-é óðíû øàðîâ n
(k)
i ê îáùåìó

êîëè÷åñòâó âûáèðàåìûõ øàðîâ N , ãäå k � íîìåð âîçìîæíîé
ðåàëèçàöèè âûáîðà øàðîâ èç i-é óðíû. Ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü,
òàê æå êàê è ñòàíäàðòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ áàçîâûõ âåðîÿò-
íîñòåé â òåîðèè ñâèäåòåëüñòâ, âïîëíå îïðàâäàííà, åñëè çíà-
÷åíèå N äîñòàòî÷íî âåëèêî, ò.å. èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî
èíòåðâàëüíûõ íàáëþäåíèé èëè ñâèäåòåëüñòâ. Îäíàêî åñëè N
ìàëî, òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñëèøêîì íåíà-
äåæíûìè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü áîëåå �îñòîðîæíûå� ãðàíèöû
äëÿ ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âå-
ðîÿòíîñòè âûòàùèòü øàð èç îïðåäåëåííîé óðíû èìåþò ðàñ-
ïðåäåëåíèå Äèðèõëå. Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî èíòåðâàëüíûå
íàáëþäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ìíîæåñòâó èçM ïîëèíîìèàëüíûõ ìî-
äåëåé, íèæíÿÿ P (A|c, s) è âåðõíÿÿ P (A|c, s) âåðîÿòíîñòè ñî-
áûòèÿ A, ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåþò èíäåêñû èç ìíîæåñòâà J ,
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âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (A|c, s) = min
k=1,...,M

inf
t∈S(1,m)

n(k)(A) + st(A)
N + s

,

P (A|c, s) = max
k=1,...,M

sup
t∈S(1,m)

n(k)(A) + st(A)
N + s

,

ãäå

t(A) =
∑
j∈J

tj , n(k)(A) =
∑
j∈J

n
(k)
j .

Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè n(k)(A) è t(A). Íèæíÿÿ P (A|c, s)
è âåðõíÿÿ P (A|c, s) âåðîÿòíîñòè ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû êàê

P (A|c, s) =
min

k=1,...,M
n(k)(A) + s · inf

t∈S(1,m)
t(A)

N + s
, (5.2)

P (A|c, s) =

max
k=1,...,M

n(k)(A) + s · sup
t∈S(1,m)

t(A)

N + s
. (5.3)

Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìóì t(A) ïî âñåì t ∈ S(1,m) äîñòèãàåòñÿ
ïðè t(A) = 0, à ìàêñèìóì t(A) ïî âñåì t ∈ S(1,m) äîñòèãàåòñÿ
ïðè t(A) = 1, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà A = Ω èëè A =
∅. Åñëè A = Ω, òî ìèíèìóì è ìàêñèìóì äîñòèãàþòñÿ ïðè
t(A) = 1. Åñëè A = ∅, òî ìèíèìóì è ìàêñèìóì äîñòèãàþòñÿ
ïðè t(A) = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìóìà n(k)(A), îáîçíà÷åííîãî Φ1(A),
ðàññìîòðèì òîëüêî òå ìíîæåñòâà Ai, äëÿ êîòîðûõ øàðû íå
ìîãóò áûòü âûòàùåíû èç óðí, íå ïðèíàäëåæàùèõ A. Ýòè ìíî-
æåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè A, ò.å. Ai ⊆ A. Ïîýòîìó
ìîæíî çàïèñàòü

Φ1(A) = min
k=1,...,M

n(k)(A) =
∑

i:Ai⊆A
ci.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìóìà n(k)(A), îáîçíà÷åííîãî Φ2(A),
ðàññìîòðèì òîëüêî òå ìíîæåñòâà Ai, äëÿ êîòîðûõ øàðû ìîãóò
áûòü âûòàùåíû èç óðí, ïðèíàäëåæàùèõ A. Âñå ýòè ìíîæåñòâà
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èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îáùóþ ñ A óðíó, ò.å. Ai ∩A 6= ∅.
Ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

Φ2(A) = max
k=1,...,M

n(k)(A) = N −
∑

i:Ai∩A=∅
ci =

∑
i:Ai∩A 6=∅

ci.

Èç (2.1) ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèÿìè Φ1, Φ2 è áàçîâû-
ìè âåðîÿòíîñòÿìè m(Ai) ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

Φ1(A)
N

=
∑

i:Ai⊆A

ci
N

=
∑

Ai:Ai⊆A
m(Ai),

Φ2(A)
N

=
∑

i:Ai∩A 6=∅

ci
N

=
∑

Ai:Ai∩A 6=∅
m(Ai).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî Φ1(A)/N è Φ2(A)/N åñòü ôóíêöèÿ äîâå-
ðèÿ Bel(A) è ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ Pl(A) ìíîæåñòâà A ⊆ Ω
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

P (A|c, s) =
N · Bel(A)
N + s

, P (A|c, s) =
N · Pl(A) + s

N + s
. (5.4)

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî P (A|c, s) ≤ Bel(A)
è P (A|c, s) ≥ Pl(A), ò.å. P (A|c, s) è P (A|c, s) ÿâëÿþòñÿ ïàðà-
ìåòðè÷åñêèìè (ñ ïàðàìåòðîì s) ðàñøèðåíèÿìè ôóíêöèé äî-
âåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ñîáûòèÿ A, ó÷èòûâàþùèìè òîò ôàêò,
÷òî ÷èñëî íàáëþäåíèé N ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà (5.4) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

P (A|c, s) = κBel(A), P (A|c, s) = 1− κ(1− Pl(A)),

ãäå κ = (1 + s/N)−1 è κ ∈ [0, 1].
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü âåðî-

ÿòíîñòè P (A|c, s) è P (A|c, s) êàê íåêîòîðóþ êîððåêöèþ èëè
äèñêîíòèðîâàíèå ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðèìåð 5.5. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 2.1 î êàíäèäàòàõ íà íåêîòîðóþ
äîëæíîñòü. Ïðèìåì s = 1. Òîãäà κ = (1 + 1/10)−1 = 0.909, è íîâûå
ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðâîãî êàíäèäàòà (A = {1}) ðàâíû

P ({1}|c, 1) = 0.455, P ({1}|c, 1) = 0.864.
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Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè âòîðîãî êàíäèäàòà
(A = {2}) ðàâíû

P ({2}|c, 1) = 0, P ({2}|c, 1) = m(A2) = 0.636.

Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè òðåòüåãî êàíäèäàòà
(A = {3}) ðàâíû

P ({2}|c, 1) = 0, P ({2}|c, 1) = m(A3) = 0.682.

Ñðàâíåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ôóíêöèÿìè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäî-
áèÿ, ïîëó÷åííûìè â ïðèìåðå 2.1, ïîêàçûâàåò, ÷òî ãðàíèöû âåðîÿò-
íîñòåé ñòàëè øèðå è ìåíåå èíôîðìàòèâíûìè, íî áîëåå �îñòîðîæ-
íûìè�.

5.6. Ðàñøèðåííûå ôóíêöèè äîâåðèÿ è ñëó÷àéíûå
ìíîæåñòâà

Îáúÿñíèì ðàñøèðåíèå ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ
â òåðìèíàõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìíîæåñòâî íàáëþäåíèé Ψ ñîñòîèò èçM = 2m òî÷åê ψ1, ..., ψm,
è êàæäûé íàáëþäàåìûé èíòåðâàë Aj ⊆ Ω ñîîòâåòñòâóåò îäíîé
òî÷êå ψj , i = 1, ...,M . Ïðåäïîëîæèì òàêæå , ÷òî âåðîÿòíîñòè
θ = (θ1, ..., θM ), ãäå θj = P (ψj), èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå
(s, t). Òîãäà íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A ìîæåò
áûòü çàïèñàíà êàê

P (A|c, s) =
n(X∗) + st(X∗)

N + s
,

ãäå t(X∗) =
∑

ψj∈X∗ tj , n(X∗) =
∑

ψj∈X∗ cj .
Èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ìîäåëü Äèðèõëå, ìû ïîëó÷èì äëÿ

ëþáîãî A ⊂ Ω

P (A|c, s) = min
t∈S(1,M)

n(X∗) + st(X∗)
N + s

=

= (N + s)−1
∑
ψj∈X∗

cj =

= N · Bel(A)/(N + s) = κ · Bel(A).

Åñëè A = Ω, òî P (A|c, s) = 1.
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Âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì:

P (A|c, s) = max
t∈S(1,M)

n(X∗) + st(X∗)
N + s

=

=

 ∑
ψj∈X∗

cj + s

 /(N + s) =

= (N · Pl(A) + s) / (N + s) =
= 1− κ(1− Pl(A)).

Ïîëó÷åííûå âåðîÿòíîñòè ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêæå â ðàì-
êàõ ðîáàñòíûõ ìîäåëåé ε-çàñîðåíèÿ [181]. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
ε = s/(N + s) = 1− κ. Òîãäà

P (A|c, ε) = min
Q

∑
ψi∈X∗

{(1− ε)P (ψi) + εQ(ψi)} =

=
∑
ψj∈X∗

(1− ε)P (ψi) =
∑
ψj∈X∗

(1− ε)ci/N =

= (1− ε)Bel(A),

P (A|c, s) = max
Q

∑
ψi∈X∗

{(1− ε)P (ψi) + εQ(ψi)} =

= ε+
∑
ψi∈X∗

(1− ε)P (ψi) = ε+
∑
ψi∈X∗

(1− ε)ci/N =

= (1− ε)Pl(A) + ε.

Ïîëó÷åíû òå æå ãðàíèöû äëÿ ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïî-
äîáèÿ. Ïðè ýòîì ìåðà çàñîðåíèÿ ïðèîáðåòàåò îïðåäåëåííûé
ñìûñë è ìåòîä âû÷èñëåíèÿ. Îíà çàâèñèò îò ÷èñëà íàáëþäå-
íèé N è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s, ò.å. ε = 1 − κ = s/(N + s). Â
÷àñòíîñòè, ïðè s = 0 ìåðà çàñîðåíèÿ òàêæå ðàâíà 0, ÷òî ãîâî-
ðèò î òîì, ÷òî íèêàêîãî çàñîðåíèÿ íåò è èìååòñÿ òî÷íîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé P . Ýòî ÿâíî ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî
ðèñêîâàííûìè ñòàíîâÿòñÿ âñå çàêëþ÷åíèÿ, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî
ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò èäåàëåí è çàñîðåíèÿ îòñóòñòâó-
þò.
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5.7. Ñâîéñòâà ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ è
ïðàâäîïîäîáèÿ

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äî-
âåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ [101, 104, 108].

1) Äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ s ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:

P (A|c, s) ≤ Bel(A), P (A|c, s) ≥ Pl(A).

2) Ãðàíèöû âåðîÿòíîñòåé P (A|c, s) è P (A|c, s) ÿâëÿþòñÿ
òàêæå ôóíêöèÿìè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ñ íîâûìè
áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè m∗(Ai) = ci/(N + s) äëÿ êàæ-
äîãî ñîáûòèÿ Ai ⊆ Ω è äîïîëíèòåëüíîé áàçîâîé âåðîÿò-
íîñòüþ m∗(Ω) = s/(N + s), ò.å. P (A|c, s) è P (A|c, s) ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñòàíäàðòíûå (íåðàñøèðåííûå)
ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî
èìååòñÿ s äîïîëíèòåëüíûõ íàáëþäåíèé A∗ = Ω. Åñëè
îáîçíà÷èòü m(Ai) = ci/N , òî

m∗(Ai) = m(Ai)N/(N + s) = κ ·m(Ai)

è
P (A|c, s)

∑
Ai:Ai⊆A

m∗(Ai),

P (A|c, s) = m∗(Ω) +
∑

Ai:Ai∩A 6=∅
m∗(Ai).

Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò òàêæå èç èíòåðïðåòàöèè ïàðàìåò-
ðà s îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå êàê ÷èñëà ñêðûòûõ

íàáëþäåíèé [132]. Â òî æå âðåìÿ âåëè÷èíà 1 − κ ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâà-
íèÿ [75], èñïîëüçóåìûé â ïðàâèëå êîìáèíèðîâàíèÿ ñâè-
äåòåëüñòâ è õàðàêòåðèçóþùèé íàäåæíîñòü èñòî÷íèêà
äàííûõ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå îáîáùåííîé
ìîäåëè Äèðèõëå ïðèâîäèò ê ïðàâèëó äèñêîíòèðîâàíèÿ,
íî ñî ñòðîãî îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòà
äèñêîíòèðîâàíèÿ, çàâèñÿùåì îò ÷èñëà íàáëþäåíèé N è
îò ïàðàìåòðà s.
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3) Èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî

P (A|c, s) = 1− P (Ac|c, s), P (A|c, s) = 1− P (Ac|c, s),

P (A|c, s) + P (B|c, s) ≤ P (A ∪B|c, s),

ãäå A,B ⊆ Ω è Ac � äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A.

4) Åñëè íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè îá ýëåìåíòàõ Ω, ò.å. íå
áûëî íèêàêèõ íàáëþäåíèé, òî ci = N = 0 è äëÿ ëþáîãî
s ≥ 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

P (A|c, s) = Bel(A) = 0, P (A|c, s) = Pl(A) = 1.

5) Åñëè N → ∞, ò.å. áàçîâûå âåðîÿòíîñòè ñîâïàäàþò ñ âå-
ðîÿòíîñòÿìè â êëàññè÷åñêîì (÷àñòîòíîì) ñìûñëå, òî äëÿ
ëþáîãî s ≥ 0 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

P (A|c, s) = Bel(A), Pl(A) = P (A|c, s).

6) Åñëè s1 ≤ s2, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

[P (A|c, s1), P (A|c, s1)] ⊆ [P (A|c, s2), P (A|c, s2)].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, èëëþñòðèðóþùèå
äîñòîèíñòâà ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäî-
áèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ îäíî ñâèäåòåëüñòâî A ⊂ Ω
(c = (1)). Òîãäà m(A) = 1 è, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
Bel(A) = Pl(A) = 1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìû ïîëíîñòüþ äî-
âåðÿåì ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 òîëüêî îäíîìó ñâèäåòåëüñòâó. Òàêîå
çàêëþ÷åíèå ñëèøêîì ðèñêîâàííî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì
íåäîñòàòêîì ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ. Îäíàêî ýòîò
íåäîñòàòîê ìîæíî îáîéòè, èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ìîäåëü Äè-
ðèõëå èëè ðàñøèðåííûå ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè s = 1, òî

P (A|(1), 1) = 1/(1 + s) = 0.5, P (A|(1), 1) = 1.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè r îäèíàêîâûõ ñâèäå-
òåëüñòâàõ (c = (r)) ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ òàêæå
ðàâíû 1, ò.å. Bel(A) = Pl(A) = 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äîâåðèå
è ïðàâäîïîäîáèå íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ r, ÷òî òàêæå ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîòèâîðå÷èå è íåäîñòàòîê ôóíêöèé äîâå-
ðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ. Äëÿ ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé ïðè s > 0
ïîëó÷àåì:

P (A|(r), s) = r/(r + s), P (A|(r), s) = 1.

×åì áîëüøå äàííûõ èìååòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè, òåì âûøå íèæ-
íÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè, è ïðè r → ∞ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
ãðàíèöû ñîâïàäàþò è ðàâíû 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà êîíôëèêòíûõ ñâèäåòåëü-
ñòâà A1 è A2 (c = (1, 1)), ò.å. A1 ∩A2 = ∅. Òîãäà

Bel(Ai) = Pl(Ai) = 0.5, i = 1, 2.

Íàïðèìåð, ïóñòü Ω = [0, 1], A1 = [0, 0.999], A2 = [0.9991, 1].
Åñëè A1 è A2 � èíòåðâàëüíûå (íåòî÷íûå) ñâèäåòåëüñòâà,
òî îäèíàêîâàÿ ñòåïåíü äîâåðèÿ ê íèì, âûðàæåííàÿ óñëîâè-
åì Bel(Ai) = Pl(Ai) = 0.5, âûçûâàåò ñîìíåíèÿ. Åñëè ýòè
èíòåðâàëû äàíû ýêñïåðòàìè, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îöåíêà
ïåðâîãî ýêñïåðòà ñëèøêîì îñòîðîæíà, à îöåíêà âòîðîãî ýêñ-
ïåðòà ñëèøêîì ðèñêîâàííà [30]. Â ýòîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå
Bel(Ai) = Pl(Ai) = 0.5 ìîæåò áûòü íåïðàâäîïîäîáíûì. Â òî
æå âðåìÿ ïîëó÷åííûå ãðàíèöû ìîæíî ñêîððåêòèðîâàòü, èñ-
ïîëüçóÿ ðàñøèðåííûå ôóíêöèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ, ò.å.

P (Ai|(1, 1), s) = 1/(2 + s), P (Ai|(1, 1), s) = (1 + s)/(2 + s).

Åñëè ïðèíÿòü s = 1, òî ïîëó÷àåì áîëåå �îñòîðîæíûå� ãðàíèöû

P (Ai|(1, 1), 1) = 1/3, P (Ai|(1, 1), 1) = 2/3.

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò ïðåèìóùåñòâî ðàñ-
øèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáû÷íûìè ôóíêöèÿìè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ.
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5.8. Ðàñøèðåííîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé

Åñëè ôîêàëüíûå ýëåìåíòû A1, ..., An ìîãóò áûòü óïîðÿäî-
÷åíû òàê, ÷òî Ai ⊆ Ai+1, i = 1, ..., n−1, ò.å. îíè âëîæåíû äðóã
â äðóãà, òî ýòè ôîêàëüíûå ýëåìåíòû ìîãóò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê α-óðîâíåâûå ñðåçû íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà F , ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîò-
íîøåíèÿ2

πF (ω) = Pl({ω}) =
∑

Ai:ω∈Ai

m(Ai) =
∑

Ai:ω∈Ai

ci
N
.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöè-
åé ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòè, à ôóíêöèÿ äîâåðèÿ � ñ ìåðîé
íåîáõîäèìîñòè â ðàìêàõ òåîðèè âîçìîæíîñòåé [155]. Â ðàìêàõ
òàêîé èíòåðïðåòàöèè íå÷åòêîå ìíîæåñòâî ìîäåëèðóåò íåîïðå-
äåëåííîñòü, à íå íå÷åòêîñòü [82].

Òàê êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ, òî ìîæíî ïàðàìåòðè÷å-
ñêè ðàñøèðèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé, ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ÷èñëî íàáëþäåíèé èëè îöåíîê N îãðàíè÷åííî. Èñ-
ïîëüçóÿ (5.4), ïîëó÷àåì:

πF (ω|s) = P ({ω}|c, s) =
N · Pl({ω}) + s

N + s
=

=
N · πF (ω) + s

N + s
.

Î÷åâèäíî, ÷òî πF (ω|s) ≥ πF (ω) äëÿ âñåõ ω è äëÿ ëþáîãî s ≥ 0.
Îòìåòèì, ÷òî ðàñøèðåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæ-
íîñòåé ÿâëÿåòñÿ â ñâîþ î÷åðåäü òàêæå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ âîçìîæíîñòåé. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èñõîäíîé è ðàñøèðåííîé ôóíêöèÿìè
ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé.

Ðàñøèðåííóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé
ìîæíî òàêæå òðàêòîâàòü â òåðìèíàõ ðîáàñòíûõ ìîäåëåé ε-
çàñîðåíèÿ. Òàê êàê ε = s/(N + s), òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

2Áîëåå ïîäðîáíûå ïîÿñíåíèÿ ïðèâîäèìûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî íàéòè
â ãëàâå 3.
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ñîîòíîøåíèå:

πF (ω|s) = (1− ε)πF (ω) + ε.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñøèðåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âîç-
ìîæíîñòåé åñòü ðåçóëüòàò �çàñîðåíèÿ� ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæ-
íîñòåé.

Ïðèìåð 5.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ 10 âîçìîæíûõ ìåñò äëÿ
ïðîäàæè íåêîòîðîãî òîâàðà (Ω = {ω1, ..., ω10}). 100 ýêñïåðòîâ îïðå-
äåëÿþò íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûå ìåñòà ñ òî÷êè çðåíèÿ ýôôåê-
òèâíîñòè ïðîäàæ: 26 ýêñïåðòîâ (c4 = 26) ïðåäëàãàþò ìåñòà èç ìíî-
æåñòâà A4 = {ω4, ..., ω10}, 22 ýêñïåðòà (c3 = 22) � ìåñòà èç ìíîæå-
ñòâà A3 = {ω5, ..., ω9}, 27 ýêñïåðòîâ (c2 = 27) � ìåñòà èç ìíîæåñòâà
A2 = {ω6, ..., ω8}, 25 ýêñïåðòîâ (c1 = 25) � ìåñòî ω7 (A1 = {ω7}).
Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ìåñò äëÿ ïðîäàæè ïîêàçàíà
íà ðèñ. 5.1 (ãðàôèê 1).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî îöåíêè äàþò òîëüêî 5 ýêñïåðòîâ: 2
ýêñïåðòà (c4 = 2) ïðåäëàãàþò ìåñòà èç ìíîæåñòâà A4, 1 ýêñïåðò
(c2 = 1) � ìåñòà èç ìíîæåñòâà A2, 2 ýêñïåðòà (c1 = 2) � ìåñòà èç ìíî-
æåñòâà A1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ìåñò äëÿ ïðîäà-
æè πF (ω), ïîëó÷åííàÿ íà îñíîâå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ (s = 0),
ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.1 (ãðàôèê 2). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ýòî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííî-
ãî ïðè îáðàáîòêå 100 ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæ-
íîñòåé 3 è 4 ÿâëÿþòñÿ êîððåêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ πF (ω) ïðè s = 1
è s = 4 ñîîòâåòñòâåííî, ó÷èòûâàþùåé ôàêò, ÷òî çíà÷åíèå N ìàëî.
Çàìåòèì, ÷òî πF (ω|1) � π∗F (ω) è πF (ω|4) ≥ π∗F (ω) äëÿ âñåõ ω ∈ Ω.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå 1 äëÿ ïàðàìåòðà s íåäîñòàòî÷íî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïðèíèìàòü �îñòîðîæíîå� ðåøåíèå î ìåñòàõ äëÿ ïðîäà-
æè.

5.9. Ìîäèôèêàöèÿ ïðàâèë êîìáèíèðîâàíèÿ
ñâèäåòåëüñòâ

Ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ óæå ðàññìàòðèâàëèñü ïðè îïè-
ñàíèè òåîðèè ñâèäåòåëüñòâ (ñì. ãëàâó 2). Çäåñü ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ïðàâèëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâå ðàñ-
øèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ äâà èñòî÷íèêà äàííûõ. Ïåð-
âûé èñòî÷íèê ïðåäîñòàâëÿåò N1 íàáëþäåíèé (ñâèäåòåëüñòâ)
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Ðèñ. 5.1. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ s è N

A
(1)
i ⊆ Ω, i = 1, ..., n1, è c

(1)
i � ÷èñëî íàáëþäàåìûõ ìíîæåñòâ

A
(1)
i , i = 1, ..., n1. Âòîðîé èñòî÷íèê ïðåäîñòàâëÿåò N2 íàáëþ-

äåíèé (ñâèäåòåëüñòâ) A
(2)
i ⊆ Ω, i = 1, ..., n2, è c

(2)
i � ÷èñëî

íàáëþäàåìûõ ìíîæåñòâ A
(2)
i , i = 1, ..., n2.

5.9.1. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñâèäåòåëüñòâ

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ÿâ-
ëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
ñ ïàðàìåòðàìè t = (t1, ..., tm) ïðè èñïîëüçîâàíèè áàéåñîâñêî-
ãî ïîäõîäà ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ â àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè t∗ = (t∗1, ..., t

∗
m), ãäå t∗i = (ni + sti)/(N + s). Îò-

ñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé èñòî÷íèê ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê íàáîð äîïîëíèòåëüíûõ ñâèäåòåëüñòâ â ðàìêàõ îäíîé è òîé
æå ìîäåëè. Åñëè ñóùåñòâóþò äâà èñòî÷íèêà ñâèäåòåëüñòâ, òî
êîìáèíèðîâàííàÿ íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü P (A|(c(1), c(2)), s) ñî-
áûòèÿ A âû÷èñëÿåòñÿ êàê

P (A|(c(1), c(2)), s) =

∑
i:A

(1)
i ⊆A

c
(1)
i +

∑
i:A

(2)
i ⊆A

c
(2)
i

N1 +N2 + s
.

Òàê êàê∑
i:A

(1)
i ⊆A

c
(1)
i = N1Bel1(A),

∑
i:A

(2)
i ⊆A

c
(2)
i = N2Bel2(A),
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òî

P (A|(c(1), c(2)), s) =
N1Bel1(A) +N2Bel2(A)

N1 +N2 + s
. (5.5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íèæíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A, ïîëó÷åí-
íûå îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî èñòî÷íèêà, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

P i(A|c(i), si) = Ni · Beli(A)/ (Ni + si) , i = 1, 2.

Îòñþäà

Beli(A) =
Ni + si
Ni

· P i(A|c(i), si), i = 1, 2.

Çäåñü òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû s1 è s2 ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Äèðèõëå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè äëÿ êàæäîãî èñòî÷-
íèêà. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà â (5.5), èìååì:

P (A|(c(1), c(2)), s) =
N1 + s1

N1 +N2 + s
· P 1(A|c(1), s1)+

+
N2 + s2

N1 +N2 + s
· P 2(A|c(2), s2) (5.6)

è, åñëè A = Ω, òî P (A|(c(1), c(2)), s) = 1.
Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç èíòåðïðåòàöèé ïàðàìåòðà s � ÷èñëî

ñêðûòûõ íàáëþäåíèé èëè ñâèäåòåëüñòâ. Òîãäà, èìåÿ s1 ñêðû-
òûõ ñâèäåòåëüñòâ èç ïåðâîãî èñòî÷íèêà è s2 ñêðûòûõ ñâèäå-
òåëüñòâ èç âòîðîãî èñòî÷íèêà, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî îáùåå ÷èñ-
ëî ñêðûòûõ ñâèäåòåëüñòâ ðàâíî s = s1 + s2. Òîãäà

P (A|(c(1), c(2)), s) =
N1 + s1

N1 +N2 + s1 + s2
P 1(A|c(1), s1)+

+
N2 + s2

N1 +N2 + s1 + s2
P 2(A|c(2), s2).

Îáîçíà÷èì γ = (N1 + s1)/(N1 +N2 + s1 + s2). Òîãäà

P (A|(c(1), c(2)), s) = γP 1(A|c(1), s1) + (1− γ)P 2(A|c(2), s2).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P (A|(c(1), c(2)), s) = P 1(A|c(1), s1) = P 2(A|c(2), s2),
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åñëè P 1(A|c(1), s1) = P 2(A|c(2), s2). Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ñâèäåòåëüñòâ ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòíîé.

Àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü
äëÿ âåðõíåé âåðîÿòíîñòè:

P (A|(c(1), c(2)), s) = γP 1(A|c(1), s1) + (1− γ)P 2(A|c(2), s2).

Ïàðàìåòð γ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îòíîñèòåëüíóþ
íàäåæíîñòü ïåðâîãî èñòî÷íèêà. Êðîìå òîãî, γ âîçðàñòàåò ñ
âîçðàñòàíèåì N1. Äåéñòâèòåëüíî, áîëüøåå ÷èñëî íàáëþäåíèé
èëè ñâèäåòåëüñòâ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé èñòî÷-
íèê ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàäåæíûì3. Åñëè ìû èìååì, íàïðèìåð,
1000 íàáëþäåíèé, ïîëó÷åííûõ èç îäíîãî èñòî÷íèêà, òî íàøå
äîâåðèå ê íèì âûøå, ÷åì ê 10 íàáëþäåíèÿì èç äðóãîãî èñòî÷-
íèêà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî P (A|(c(1), c(2)), s) è
P (A|(c(1), c(2)), s) ÿâëÿþòñÿ òàêæå ôóíêöèÿìè äîâåðèÿ è
ïðàâäîïîäîáèÿ ñ áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè:

m∗12(A(1)
i ) = γc

(1)
i /(N1 + s1),

m∗12(A(2)
j ) = (1− γ)m∗2(A(2)

j ) = (1− γ)c(2)
j /(N2 + s2),

m∗12(Ω) = γs1/(N1 + s1) + (1− γ)s2/(N2 + s2).

Åñëè A
(1)
k = A

(2)
k = Ak, òî

m∗12(Ak) = γc
(1)
k /(N1 + s1) + (1− γ)c(2)

k /(N2 + s2).

Ïðèìåð 5.7. Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå ïðåäïðèÿòèé èç ÷åòûðåõ
âîçìîæíûõ äëÿ ïîêóïêè èõ àêöèé4. 100 ýêñïåðòîâ èç ïåðâîé ãðóï-
ïû ñ÷èòàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àêöèè âòîðîãî ïðåäïðèÿ-
òèÿ; 60 ýêñïåðòîâ èç ïåðâîé ãðóïïû ñ÷èòàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïî-
êóïàòü àêöèè âòîðîãî èëè òðåòüåãî ïðåäïðèÿòèÿ; 8 ýêñïåðòîâ èç

3Íà ñàìîì äåëå ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå ñïîðíî è íå âñåãäà âûïîë-
íÿåòñÿ, íàïðèìåð ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëüøîãî ìíîæåñòâî îöåíîê ìåíåå
êâàëèôèöèðîâàííûõ ýêñïåðòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî äàæå ìåíåå êâàëèôèöèðîâàííûõ ýêñïåðòîâ äàåò áëèçêèå îöåí-
êè, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè îöåíêè äîñòàòî÷íî òî÷íû. Ïîýòîìó
â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîãî ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äàííîå
óòâåðæäåíèå.

4Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à áåç èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå
óæå ðåøàëàñü â ãëàâå 2 (ñì. ïðèìåð 2.6).

140



âòîðîé íåçàâèñèìîé ãðóïïû ñ÷èòàþò, ÷òî íåîáõîäèìî ïîêóïàòü àê-

öèè ïåðâîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ïåðâûé èñòî÷íèê: N1 = 160, c(1)
1 = 100,

A
(1)
1 = {2}, c(1)

2 = 60, A(1)
2 = {2, 3}. Âòîðîé èñòî÷íèê: N2 = 8,

c
(2)
1 = 8, A(2)

1 = {1}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû s1 è s2 îäèíàêî-
âû è ðàâíû 1. Òîãäà

γ = (160 + 1)/(160 + 8 + 1 + 1) = 0.947,

P 1({1}|c(1), 1) =
0

160 + 1
= 0,

P 2({1}|c(2), 1) =
8

8 + 1
= 0.889,

P 1({1}|c(1), 1) =
0 + 1

160 + 1
= 0.006,

P 2({1}|c(2), 1) =
8 + 1
8 + 1

= 1,

P ({1}|(c(1), c(2)), s) = 0.947 · 0 + (1− 0.947) · 0.889 = 0.047,

P ({1}|(c(1), c(2)), s) = 0.947 · 0.006 + (1− 0.947) · 1 = 0.059.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòè äðóãèõ ñîáûòèé:

P ({2}|(c(1), c(2)), s) = 0.588, P ({2}|(c(1), c(2)), s) = 0.953,

P ({3}|(c(1), c(2)), s) = 0, P ({3}|(c(1), c(2)), s) = 0.365.

Ïðèâåäåííîå ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî
îáîáùèòü íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ èñòî÷íèêîâ äàííûõ.

5.9.2. Ìîäèôèöèðîâàííîå ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ
Äåìïñòåðà

Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíèòñÿ ïðàâèëî Äåìïñòåðà ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ. Îáîçíà÷èì áà-
çîâûå âåðîÿòíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ (ïåðâîãî è âòîðîãî) èñòî÷-
íèêîâ êàê

m1(A(1)
i ) = c

(1)
i /N1, m2(A(2)

j ) = c
(2)
j /N2.

Êîìáèíèðîâàííàÿ áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü (m12), ñîãëàñíî ïðà-
âèëó Äåìïñòåðà, èìååò âèä

m12(A) =
1

1−K
∑

A
(1)
i ∩A

(2)
j =A

m1(A(1)
i )m2(A(2)

j ),
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ãäå

K =
∑

A
(1)
i ∩A

(2)
j =∅

m1(A(1)
i )m2(A(2)

j ) è m12(∅) = 0.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A
(1)
i 6= Ω, A(2)

j 6= Ω äëÿ
âñåõ i è j.

Ôóíêöèÿ K ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé âåðîÿòíîñòüþ, õàðàêòåðèçó-
þùåé ïðîòèâîðå÷èâîñòü èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè. Íàïîìíèì,
÷òî ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà íå ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ, åñëè K = 1, ò.å. ïîëíîñòüþ ïðîòèâîðå÷èâûå îöåíêè
íå ìîãóò êîìáèíèðîâàòüñÿ. Äëÿ ðàáîòû ñ ïðîòèâîðå÷èâîé èí-
ôîðìàöèåé â ðàìêàõ òåîðèè Äåìïñòåðà�Øåéôåðà áûëî ïðåä-
ëîæåíî ïðàâèëî äèñêîíòèðîâàíèÿ [74], ñîãëàñíî êîòîðîìó áà-
çîâûå âåðîÿòíîñòè èñòî÷íèêîâ äèñêîíòèðîâàëèñü â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ èõ íàäåæíîñòüþ. Äèñêîíòèðîâàíèå âî ìíîãèõ ñëó÷à-
ÿõ òðåáóåò íàëè÷èÿ äîïîëíèòåëüíîé �ìåòàèíôîðìàöèè�, êî-
òîðàÿ ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ðàñ-
øèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ, ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü ïðàâè-
ëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà, çàìåíèâ áàçîâûå âåðîÿòíîñòè

m1(A(1)
i ) è m2(A(2)

j ) íîâûìè (äèñêîíòèðîâàííûìè) áàçîâûìè

âåðîÿòíîñòÿìè m∗1(A(1)
i ) = κ1m1(A(1)

i ), m∗2(A(2)
j ) = κ2m2(A(2)

j )
è âåðîÿòíîñòÿìè m∗1(Ω) = 1− κ1, m

∗
2(Ω) = 1− κ2, ãäå

κ1 = N1/(N1 + s1), κ2 = N2/(N2 + s2).

Îòñþäà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ K∗ âû÷èñëÿåòñÿ èç ñî-
îòíîøåíèÿ

1−K∗ =
∑

A
(1)
i ∩A

(2)
j 6=∅

m∗1(A(1)
i )m∗2(A(2)

j ) =

= (1−K)κ1κ2 +
∑
i

m∗1(A(1)
i )m∗2(Ω)+

+
∑
j

m∗2(A(2)
j )m∗1(Ω)−m∗1(Ω)m∗2(Ω) =

= 1− κ1κ2K.
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Åñëè A 6= Ω, òî

m∗12(A) =
κ1κ2

1−K∗
∑

A
(1)
i ∩A

(2)
j =A

m1(A(1)
i )m2(A(2)

j )+

+
κ1(1− κ2)

1−K∗
m1(A) +

κ2(1− κ1)
1−K∗

m2(A).

Åñëè A íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâàì ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ

{A(1)
i }, {A

(2)
j }, òî m1(A) = 0 è m2(A) = 0. Åñëè A = Ω, òî

m∗12(Ω) = (1− κ1)(1− κ2)/(1−K∗).

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî ïðè si > 0 âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1 − K∗ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîòèâî-
ðå÷èâûå äàííûå ìîãóò áûòü âñåãäà îáúåäèíåíû ïðè ïîìîùè
ìîäèôèöèðîâàííîãî ïðàâèëà è ýòî ïðàâèëî äàåò âîçìîæíîñòü
ðàáîòàòü ñ ñóùåñòâåííîé íåñîãëàñîâàííîñòüþ èñòî÷íèêîâ èí-
ôîðìàöèè.

Ïðèìåð 5.8. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ ýëåìåí-
òîâ (Ω = {1, 2, 3, 4}). Ïîñëå îòêàçà ñèñòåìû 200 ñåíñîðîâ (ïåðâûé

èñòî÷íèê èíôîðìàöèè: N1 = 200, c(1)
1 = 200) óêàçûâàþò, ÷òî ïåð-

âûé ýëåìåíò îòêàçàë (A
(1)
1 = {1}, m1(A(1)

1 ) = 1), 3 ñåíñîðà (âòîðîé

èñòî÷íèê: N2 = 3, c(2)
1 = 3) óêàçûâàþò, ÷òî âòîðîé ýëåìåíò îòêàçàë

(A
(2)
1 = {2}, m2(A(2)

1 ) = 1). Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s1 = s2 = 0
(îáû÷íîå ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà), òî K = 1 (èí-
ôîðìàöèÿ èñòî÷íèêîâ ïðîòèâîðå÷èâà). Êîìáèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ
äîâåðèÿ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè îáû÷íîãî ïðàâèëà
Äåìïñòåðà, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïåðâûé èñòî÷íèê îáåñïå÷èâàåò çíà-
÷èòåëüíî áîëüøå äàííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì èñòî÷íèêîì. Â òî
æå âðåìÿ åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s1 = s2 = 1 (ìîäèôèöèðîâàííîå
ïðàâèëî êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà), òî κ1 = 200/201, κ2 = 3/4,

1−K∗ = 1− κ1κ2 = 0.2537,

m∗12(A(1)
1 ) = κ1(1− κ2)m1(A(1)

1 )/0.2537 = 0.98,

m∗12(A(2)
1 ) = κ2(1− κ1)m2(A(2)

1 )/0.2537 = 0.015,

m∗12(Ω) = (1− κ1)(1− κ2)/0.2537 = 0.005.

Åñëè A = A
(1)
1 = {1}, òî

P (A|(c(1), c(2)), 1) = m∗12(A(1)
1 ) = 0.98,
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P (A|(c(1), c(2)), 1) = m∗12(A(1)
1 ) +m∗12(Ω) = 0.985.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ (íèæíåé è âåðõíåé) ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî îòêàçàë ïåðâûé ýëåìåíò è ìîäèôèöèðîâàííîå ïðàâèëî
êîìáèíèðîâàíèÿ Äåìïñòåðà ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ïðîòèâîðå÷èâîé
èíôîðìàöèåé.

5.10. Ðàñøèðåííûå ãðàíèöû ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ

Åñëè ìíîæåñòâî Ω ⊂ R ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿìè Ω∗ = inf Ω è
Ω∗ = sup Ω, òî ãðàíèöû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíûX, î êîòîðîé èìåþòñÿ äàííûå â âèäå èíòåðâàëîâ Ai,
i = 1, ..., n, ìîãóò áûòü òàêæå ðàñøèðåíû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî íàéòè íèæíèå è âåðõíèå âåðîÿòíîñòè èíòåðâàëîâ (−∞, x].
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèå t(Ω) = 1, ìû ïîëó÷èì íèæ-
íþþ è âåðõíþþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

F (x|c, s) = P ({ω ≤ x}|c, s) =

=
{

(N + s)−1
∑

i:supAi≤x ci, x < Ω∗

1, x = Ω∗
,

F (x|c, s) = P ({ω ≤ x}|c, s) =

=

{
(N + s)−1

(
s+

∑
i:inf Ai≤x ci

)
, x > Ω∗

0, x = Ω∗
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè s = 0, ãðàíèöû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñîâ-
ïàäàþò ñ ãðàíèöàìè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííûõ â
ðàìêàõ òåîðèè Äåìïñòåðà�Øåéôåðà. Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷å-
íèå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ ãðàíèö ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
X, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

EsX =
∫

Ω
ωdF (ω|c, s) =

= (N + s)−1

(
s · Ω∗ +

n∑
i=1

ci · inf Ai

)
,
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EsX =
∫

Ω
ωdF (ω|c, s) =

= (N + s)−1

(
s · Ω∗ +

n∑
i=1

ci · supAi

)
.

Èç ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå Ω, ò.å.
Ω = R, ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ òàêæå íåîãðà-
íè÷åííû, ò.å. EsX → −∞ è EsX → ∞. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåäî-
ñòàòêîì èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå. Ïðè÷è-
íà ýòîãî íåäîñòàòêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü
ïðèïèñûâàåòñÿ äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå äà-
æå íèêîãäà íå íàáëþäàëèñü. Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíîå
ñâîéñòâî, ðàññìàòðèâàåìîå êàê îäíî èç äîñòîèíñòâ îáîáùåí-
íîé ìîäåëè Äèðèõëå äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà èñõîäîâ,
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð 5.9. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 2.5 â ðàçäåëå 2.4, â êîòîðîì
øåñòü ýêñïåðòîâ îöåíèâàþò ñòîèìîñòè àêöèé ôèðìû â óñëîâíûõ
åäèíèöàõ íà ñëåäóþùèé äåíü. Ãðàôèêè íèæíåé è âåðõíåé ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïðè s = 1 èçîáðàæåíû íà ðèñ.
5.2 (ãðàôèêè F 1 è F 1). Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà òîì æå ðèñóíêå ïîêàçà-
íû ãðàôèêè íèæíåé è âåðõíåé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ5 ïðè s = 0
(ãðàôèêè F è F ).

Íèæíÿÿ îæèäàåìàÿ öåíà àêöèé ïðè s = 1 ðàâíà

E1X =
1

6 + 1
(1 · 0 + 3 · 4 + 2 · 2 + 1 · 1) = 2.43,

à âåðõíÿÿ îæèäàåìàÿ öåíà àêöèé ðàâíà

E1X =
1

6 + 1
(1 · 10 + 3 · 5 + 2 · 4 + 1 · 5) = 5.43.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ãðàíèöû îæèäàåìîé öåíû àêöèé ïðè s = 0 ðàâíû
E0X = 2.833 è E0X = 4.667.

5.11. Áåòà-áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü

5.11.1. Áåòà-áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñâÿçàíî ñ íåîáõî-
äèìîñòüþ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â òå÷åíèå íåêî-

5Ýòè æå ãðàôèêè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2.3.
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Ðèñ. 5.2. Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé

òîðîãî ïåðèîäà íàáëþäåíèé ïðîèçîéäåò íå ìåíåå èëè íå áîëåå
çàäàííîãî êîëè÷åñòâà îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé. Åñëè èçâåñòíà
âåðîÿòíîñòü θ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ, òî âåðîÿòíîñòü p(k|θ) òî-
ãî, ÷òî ïðîèçîéäåò k ñîáûòèé èç n âîçìîæíûõ, îïðåäåëÿåòñÿ
íà îñíîâå áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(k|θ) = Ckn θ
k(1− θ)n−k.

Åñëè âåðîÿòíîñòü θ òî÷íî íåèçâåñòíà è îíà ñàìà ÿâëÿåò-
ñÿ ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðî-
ÿòíîñòè π(θ|ϑ), òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî ðîâíî k
ñîáûòèé, îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ

P (k) =
∫

Ω
p(k|θ) · π(θ|ϑ)dθ.

Çäåñü ϑ � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ π; Ω = [0, 1] �
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ àïðèîðíîãî è
àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèé â êà÷åñòâå ôóíêöèè π èñïîëü-
çóåòñÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå. Àïðèîðíîå áåòà-ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ, îáîçíà÷àåìîå Beta(a, b), èìååò ôóíê-
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öèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè6

π(θ|a, b) = Beta(a, b) =
1

B(a, b)
θa−1(1− θ)b−1, 0 ≤ θ ≤ 1.

Çäåñü a > 0, b > 0 � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ϑ = (a, b);
B(a, b) � áåòà-ôóíêöèÿ.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé èç ñóììàðíîãî ÷èñëà íà-
áëþäåíèé N ïðîèçîøëî K èíòåðåñóåìûõ íàñ ñîáûòèé. Òîãäà
àïîñòåðèîðíîå áåòà-ðàñïðåäåëåíèå π(θ|ϑ,K) ïðè óñëîâèè ïî-
ëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

π(θ|ϑ,K) = Beta(a+K, b+N −K).

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàéåñà, ìîæíî çàïè-
ñàòü:

π(θ|ϑ,K) =

L(K|θ)︷ ︸︸ ︷
CKN θ

K(1− θ)N−K
π(θ|ϑ)

·
︷ ︸︸ ︷
Beta(a, b)

CKN
B(a+K, b+N −K)

B(a, b)︸ ︷︷ ︸
Êîýôôèöèåíò íîðìàëèçàöèè

=

=
1

B(a+K, b+N −K)
θa+K−1(1− θ)b+N−K−1 =

= Beta(a+K, b+N −K).

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü P (k) òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k
îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé â áóäóùåì ïðè îáùåì ÷èñëå íàáëþäå-
íèé n, ðàâíà

P (k) =
∫

Ω
p(k|θ) · π(θ|ϑ,K)dθ =

=
∫ 1

0
Cknθ

k(1− θ)n−k · Beta(a+K, b+N −K)dθ =

= Ckn
B(a+ k +K, b+ n+N − k −K)

B(a+K, b+N −K)
.

6Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî áåòà-ðàñïðåäåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷å-
ñòâå àïðèîðíîãî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè äëÿ ïîèñêà âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò k ñîáûòèé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî ðàññìîòðåííûé ðà-
íåå ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîèñêà
âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî îäíî ñîáûòèå.
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Ýòî � áåòà-áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ÷èñëî èíòåðåñóåìûõ ñîáûòèé íå ïðåâûñèò M , ðàâíà

PM =
M∑
k=0

Ckn
B(a+ k +K, b+ n+N − k −K)

B(a+K, b+N −K)
.

Îñíîâíîé ñëîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ ðàññìîòðåííîãî ïîä-
õîäà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñâåäåíèé î ïàðàìåòðàõ a è b, ò.å. îò-
ñóòñòâèå ñâåäåíèé îá àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ïîýòîìó íè-
æå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåííàÿ áåòà-áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü, âêëþ-
÷àþùàÿ ìíîæåñòâî áåòà-áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé â êà-
÷åñòâå àïðèîðíûõ.

5.11.2. Îáîáùåííàÿ áåòà-áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü

Çàìåíèì â âûðàæåíèè äëÿ áåòà-áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ P (k) ïàðàìåòðû a = sα è b = s − sα. Çäåñü ïàðàìåòð
s > 0 îïðåäåëÿåò âëèÿíèå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà àïî-
ñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè. Ïàðàìåòð α íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ
îò 0 äî 1. Òîãäà

P (k) = Ckn
B(sα+ k +K, s− sα+ n+N − k −K)

B(sα+K, s− sα+N −K)
.

Óîëëè [132] ïðåäëîæèë îáîáùåííóþ áåòà-áèíîìèàëüíóþ
ìîäåëü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ áåòà-
áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ôèêñèðîâàííûì ïàðàìåòðîì
s è ìíîæåñòâîì ïàðàìåòðîâ 0 ≤ α ≤ 1. Âåðîÿòíîñòü PM òîãî,
÷òî ÷èñëî èíòåðåñóåìûõ ñîáûòèé íå ïðåâûñèò M , ìîíîòîííî
óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà α. Ïîýòîìó, ìèíèìèçèðóÿ
è ìàêñèìèçèðóÿ PM ïî âñåì çíà÷åíèÿì α îò 0 äî 1, ìîæíî
äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷èòü íèæíþþ (ïðè α = 1) è âåðõíþþ
(ïðè α = 0) ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè PM , êîòîðûå ðàâíû7

PM =
M∑
k=0

Ckn
B(s+ k +K,n+N − k −K)

B(s+K,N −K)
, (5.7)

7Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè îáîáùåííîé
ìîäåëè Äèðèõëå.

148



PM =
M∑
k=0

Ckn
B(k +K, s+ n+N − k −K)

B(K, s+N −K)
. (5.8)

Ïðè ýòîì, åñëè K = 0, òî PM = 1. Ïåðåä ïîëó÷åíèåì
êàêèõ-ëèáî íàáëþäåíèé èìååì K = N = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,
PM = 0, PM = 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íè÷åãî íå èçâåñò-
íî î ïîâåäåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé
ìîãóò áûòü ëþáûå â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 0 âåêòîð ïàðàìåòðîâ (a, b) áåòà-
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâåí (0, s), à ïðè α = 1 îí
ðàâåí (s, 0). Â òî æå âðåìÿ çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ âåðîÿòíîñòè θ íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ äëÿ àïðèîðíîãî áåòà-
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè K = N = 0 ðàâíî Eθ = a/(a + b) = α.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè α îò 0 äî 1 ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå âåðîÿòíîñòè θ ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ,
êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé òî÷êå íà îòðåçêå,
îãðàíè÷åííîì äâóìÿ òî÷êàìè (0, s) è (s, 0).

Ê ñîæàëåíèþ, îïðåäåëåíèå íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö âåðî-
ÿòíîñòè P (k) ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè
òðóäíîñòÿìè, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå ýòà âåðîÿòíîñòü íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà α.

5.11.3. Ïðèìåíåíèå áåòà-áèíîìèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ

Òåîðèÿ ñòðàõîâàíèÿ è àêòóàðíûå ðàñ÷åòû ïðèîáðåòàþò âñå
áîëüøåå çíà÷åíèå â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ ðûíêà ñòðàõîâûõ óñëóã
è ïîâûøàþùåéñÿ êîíêóðåíöèè íà ýòîì ðûíêå ñòðàõîâûõ êîì-
ïàíèé. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êî-
ëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ
ñòðàõîâàíèÿ, òàêèõ êàê îïòèìàëüíûé ðàçìåð ñòðàõîâûõ ïðå-
ìèé, ñòðàõîâûõ âûïëàò, îïòèìàëüíîå êîëè÷åñòâî äîãîâîðîâ è
ò.ä. Ñëó÷àéíàÿ ïðèðîäà ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ íå ïîçâîëÿåò îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû ñòðàõîâàíèÿ è âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò íåêîòîðûé ðèñê ðàçîðåíèÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Àêòó-
àðíûå ðàñ÷åòû ïðèçâàíû îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ñòðàõîâàíèÿ
òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ðèñê ðàçîðåíèÿ èëè îãðàíè÷èòü
åãî íåêîòîðûì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì.
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Î÷åâèäíî, ÷òî êîððåêòíîñòü è öåëåñîîáðàçíîñòü àêòóàð-
íûõ ðàñ÷åòîâ âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ àäåêâàòíîñòüþ èñïîëü-
çóåìîé â ðàñ÷åòàõ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ðàáîòû ñòðàõîâîé
êîìïàíèè. Àäåêâàòíîñòü ìîäåëè, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò
íàëè÷èÿ äîñòàòî÷íî ïîëíîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ è õàðàêòåðèñòèêàõ ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ.
Äëÿ ìíîãèõ îáëàñòåé ñòðàõîâàíèÿ òàêàÿ èíôîðìàöèÿ îáû÷-
íî èìååòñÿ â ðàñïîðÿæåíèè. Â òî æå âðåìÿ â íîâûõ îáëàñòÿõ
ñòðàõîâàíèÿ, ãäå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå î ñòðàõîâûõ ñëó÷àÿõ
ÿâëÿþòñÿ íåïîëíûìè è ðàçíîðîäíûìè, èñïîëüçîâàíèå ñóùå-
ñòâóþùèõ ìîäåëåé ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíûì îøèáêàì
ïëàíèðîâàíèÿ ñòðàõîâîé äåÿòåëüíîñòè è â êîíå÷íîì èòîãå ïî-
âûøåííîìó ðèñêó ðàçîðåíèÿ.

Äëÿ îñòîðîæíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðåäëàãàþòñÿ ìîäå-
ëè, ó÷èòûâàþùèå íåïîëíîòó àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñòðà-
õîâûõ ñëó÷àÿõ.

Ðàññìîòðèì êîðîòêî èçâåñòíóþ ìîäåëü èíäèâèäóàëüíîãî
ñòðàõîâàíèÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè, ïîäðîáíîå îïèñàíèå è àíà-
ëèç êîòîðîé ïðåäñòàâëåí Áîéêîâûì [151]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êîìïàíèÿ çàêëþ÷àåò n îäíîòèïíûõ äîãîâîðîâ ñ îäèíàêîâûì
ñðîêîì äåéñòâèÿ t è âîçìîæíûìè âûïëàòàìè ïî i-ìó äîãîâîðó
Xi. Ñòðàõîâàÿ ïðåìèÿ çà êàæäûé äîãîâîð ðàâíà c. Òîãäà ñî-
áðàííûå ê ìîìåíòó âðåìåíè t ïðåìèè ñîñòàâëÿþò Π(t) = cn, à
ñóììàðíûå âûïëàòû R(t) = X1+...+Xn. ÇäåñüXi � ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ íàñòóïëåíèåì ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ çà
âðåìÿ t. Åñëè îáîçíà÷èòü èíäèêàòîð íàñòóïëåíèÿ i-ãî ñòðàõî-
âîãî ñëó÷àÿ Ii, à ðàçìåð âûïëàòû yi, òî Xi = Ii ·yi è ñóùåñòâó-
åò íåêîòîðàÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ i-ãî ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ
Pr{Ii = 1} = q. Âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â ýòîì
ñëó÷àå êàê

PM = Pr{Π(t) ≥ R(t)} = Pr{cn ≥ X1 + ...+Xn}.

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, ..., Xn íåçàâèñèìû, çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ c è n ôèêñèðîâàíû, yi = y äëÿ âñåõ i = 1, ..., n, òî
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî ðåøàåòñÿ ââåäåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû K ÷èñëà ñòðà-
õîâûõ ñëó÷àåâ, èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå p(k|θ)
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ñ ïàðàìåòðîì θ. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ ðàâíà

PM =
M∑
k=0

p(k|θ).

ÇäåñüM � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñêîâ, êîòîðûå êîìïàíèÿ
ìîæåò îïëàòèòü, îïðåäåëÿåìîå êàê M = bΠ(t)/yc = bcn/yc,
ñèìâîë b·c îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà �ñíèçó�.

Êàê âèäíî èç îïèñàíèÿ ìîäåëè, âåðîÿòíîñòü íåðàçîðåíèÿ
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì áàéåñîâñêîãî ïîäõî-
äà, à èìåííî ñ ïðèìåíåíèåì îáîáùåííîé áåòà-áèíîìèàëüíîé
ìîäåëè è âûðàæåíèé (5.7)�(5.8).

Ïðèìåð 5.10. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îáîá-
ùåííîé ìîäåëè. Ïóñòü ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ çàêëþ÷èëà n = 100 äî-
ãîâîðîâ. Ïðè íàñòóïëåíèè ñòðàõîâîãî ñëó÷àÿ âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà
y = 100 ïî îäíîìó äîãîâîðó. Ïðåìèÿ ïî îäíîìó äîãîâîðó ñîñòàâëÿåò
c = 12. Màêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èñêîâ, êîòîðûå êîìïàíèÿ ìîæåò
îïëàòèòü, ðàâíî M = bcn/yc = 12 · 100/100 = 12. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î ñòðàõîâûõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî òèïà, ò.å. K = 0. Òîãäà íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíî-
ñòè íåðàçîðåíèÿ ïðè s = 1 ðàâíû P 12 = 0, P 12 = 1. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé èç ñóììàðíîãî ÷èñëà N = 20
äîãîâîðîâ ðàíåå ïðîèçîøåë K = 1 ñòðàõîâîé ñëó÷àé. Òîãäà íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè íåðàçîðåíèÿ ïðè s = 1 ðàâíû

P 12 =
12∑
k=0

Ck100

B(1 + k + 1, 100 + 20− k − 1)
B(1 + 1, 20− 1)

= 0.72,

P 12 =
12∑
k=0

Ck100

B(k + 1, 1 + 100 + 20− k − 1)
B(1, 1 + 20− 1)

= 0.92.

Îäíàêî åñëè ïðèíÿòü s = 0, òî ïîëó÷èì P 12 = P 12 = 0.909.
Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, îöåíêà âåðîÿòíîñòè íåðàçî-
ðåíèÿ 0.909 ñëèøêîì îïòèìèñòè÷íà ïðè ñòîëü íåáîëüøîé âûáîðêå
íàáëþäàåìûõ â ïðîøëîì ñîáûòèé.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé áåòà-
áèíîìèàëüíîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ïðèíèìàòü áîëåå îñòîðîæ-
íûå ðåøåíèÿ î ïàðàìåòðàõ ñòðàõîâàíèÿ, êîãäà èíôîðìàöèÿ
îá àíàëîãè÷íûõ ñòðàõîâûõ ñëó÷àÿõ â ïðîøëîì äîñòàòî÷íî
áåäíà è íåòî÷íà.
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5.12. Îòðèöàòåëüíàÿ áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü

5.12.1. Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëî îïðåäåëåííûõ ñîáûòèé çà
íåêîòîðûé èíòåðâàë âðåìåíè t, òî îäíèì èç íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ
ïàðàìåòðîì λ, õàðàêòåðèçóþùèì èíòåíñèâíîñòü ýòèõ ñîáû-
òèé. Âåðîÿòíîñòü k ñîáûòèé çà âðåìÿ t, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

p(k) =
(λt)k exp(−λt)

k!
.

Åñëè èíòåíñèâíîñòü ñîáûòèé λ òî÷íî íåèçâåñòíà, òî ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ñ íåêîòî-
ðîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè π(λ|ϑ), ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü áàéåñîâñêèé ïîäõîä. Ïðè ýòîì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ àïðè-
îðíîãî è àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèÿ π äîëæ-
íà ñîîòâåòñòâîâàòü ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Àïðèîð-
íîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ, îáîçíà÷àå-
ìîå Gamma(a, b), èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

π(λ) = Gamma(a, b) =

=
1

Γ(a)
baλa−1 exp(−bλ), λ > 0.

Çäåñü a > 0, b > 0 � ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. ϑ = (a, b);
Γ(a) � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Ïóñòü â òå÷åíèè n ïåðèîäîâ íàáëþäåíèé â ïðîøëîì ïðî-
èçîøëî â ñóììå K =

∑n
i=1 ki ñîáûòèé. Çäåñü ki � ÷èñëî ñîáû-

òèé íà i-ì ïåðèîäå íàáëþäåíèé. Òîãäà àïîñòåðèîðíàÿ ôóíê-
öèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè π(λ|K) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
óñëîâèè ïîëó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ â ôîðìå K ñîáû-
òèé çà n ïåðèîäîâ íàáëþäåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

π(λ|K) = Gamma(a+K, b+ n).

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü P (k) òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k
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ñîáûòèé â áóäóùåì ïðè óñëîâèè t = 1, èìååò âèä:

P (k) =
∫ ∞

0
p(k|λ) · π(λ|ϑ)dλ =

=
∫ ∞

0

λk exp(−λ)
k!

·Gamma(a, b) · dλ =

=
Γ(a+ k)
Γ(a)k!

·
(

b

b+ 1

)a( 1
b+ 1

)k
.

Ýòî � îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îòñþäà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî èíòåðåñóåìûõ ñîáûòèé íå ïðåâû-
ñèò M , ðàâíà

PM =
M∑
k=0

Γ(a+ k)
Γ(a)k!

·
(

b

b+ 1

)a( 1
b+ 1

)k
.

Âåðîÿòíîñòè P (k) òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ðåêóð-
ðåíòíîé ôîðìóëû

P (k) =


(

b

b+ 1

)a
, k = 0

a+ k − 1
k(b+ 1)

· P (k − 1), k ≥ 1
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âðåìåíà ïðåäûäóùèõ n ïåðè-
îäîâ íàáëþäåíèé íå ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâûìè è ðàâíû ñîîò-
âåòñòâåííî t1, ..., tn. Ïðè ýòîì ñóììàðíîå âðåìÿ íàáëþäåíèé
ðàâíî T = t1 + ... + tn. Êîëè÷åñòâî ñîáûòèé, íàáëþäàåìîå â
êàæäîì ïåðèîäå, ðàâíî k1, ..., kn, à èõ ñóììàðíîå ÷èñëî çà âðå-
ìÿ T ðàâíî K = k1 + ...+ kn. Ýòî áîëåå îáùèé è èíòåðåñíûé
ñëó÷àé, òàê êàê íà ïðàêòèêå òðóäíî îæèäàòü, ÷òî èñõîäíûå
ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ñîáèðàëèñü â òå÷åíèå òåõ æå ïåðèîäîâ
âðåìåíè, ÷òî è ïåðèîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ t.

Ïóñòü n = 1. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàéåñà, ïîëó÷èì àïîñòå-
ðèîðíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè:

Pr{X = k1|λ} ·Gamma(λ|a, b)
Pr{X = k1}

=
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=

1
k!

(λt1)k exp(−λt1) · 1
Γ(a)

baλa−1 exp(−bλ)

Γ(a+ k1)
Γ(a)k1!

·
(

b

b+ t1

)a( t1
b+ t1

)k1 =

= (b+ t1)a λa+k1−1 exp(−λ(b+ t1) =
= Gamma(a+ k1, b+ t1).

Îòñþäà âåðîÿòíîñòü k ñîáûòèé çà âðåìÿ t ïðè óñëîâèè, ÷òî çà
ïåðèîä íàáëþäåíèÿ t1 ïðîèçîøëî k1 ñîáûòèé, ðàâíà

P (k) =
∫ ∞

0

(λt)k exp(−λt)
k!

·Gamma(a+ k1, b+ t1)dλ =

=
(b+ t1)a+k1 tk

k! · Γ(a+ k1)

∫ ∞
0

λk+a+k1−1 exp (−λ(b+ t1 + t)) dλ =

=
(b+ t1)a+k1 tk

k! · Γ(a+ k1)
· Γ(a+ k1 + k)

(b+ t1 + t)a+k1+k
×

×
∫ ∞

0
Gamma(a+ k1 + k, b+ t1 + t)dλ =

=
Γ(a+ k1 + k)
Γ(a+ k1)k!

·
(

b+ t1
b+ t1 + t

)a+k1 ( t

b+ t1 + t

)k
.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ P (k) ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî çíà÷åíèÿ n ≥ 1. Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç ðå-
çóëüòèðóþùèõ âûðàæåíèé, ïîëó÷åííàÿ âåðîÿòíîñòü íå çàâè-
ñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñîáûòèé k1, ..., kn è îò ðàñïðå-
äåëåíèÿ âðåìåíè íàáëþäåíèÿ t1, ..., tn, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
ñóììàðíûì ÷èñëîì ñîáûòèé K è ñóììàðíûì âðåìåíåì íà-
áëþäåíèé T , ò.å.

P (k) =
Γ(a+K + k)
Γ(a+K)k!

·
(

b+ T

b+ T + t

)a+K ( t

b+ T + t

)k
.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå âðåìåííûå èíòåðâàëû îäèíà-
êîâû è èìåþò åäèíè÷íóþ äëèòåëüíîñòü, âåðîÿòíîñòü k ñîáû-
òèé çà åäèíè÷íûé èíòåðâàë âðåìåíè èìååò âèä

P (k) =
Γ(a+K + k)
Γ(a+K)k!

·
(

b+ n

b+ n+ 1

)a+K ( 1
b+ n+ 1

)k
.
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Âåðîÿòíîñòü PM îïðåäåëÿåòñÿ êàê

PM =
M∑
k=0

Γ(a+K + k)
Γ(a+K)k!

·
(

b+ T

b+ T + t

)a+K ( t

b+ T + t

)k
.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå äëÿ âå-
ðîÿòíîñòè PM ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â äðóãîì âèäå

PM = 1− Bq(M + 1, r)
B(M + 1, r)

,

ãäå

r = a+K, q =
t

b+ T + t
;

Bq(M + 1, r) � íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ êàê

Bq(M + 1, r) =
∫ q

0
xM (1− x)r−1dx.

Åñëè q = 1, òî íåïîëíàÿ áåòà-ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ áåòà-
ôóíêöèåé, ò.å. B1(M + 1, r) = B(M + 1, r).

5.12.2. Îáîáùåííàÿ îòðèöàòåëüíàÿ áèíîìèàëüíàÿ
ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ
(a, b) â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (0, 0), (s, 0), (0, s). Çäåñü
ïàðàìåòð s > 0 îïðåäåëÿåò âëèÿíèå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè. Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå Eλ èíòåíñèâíîñòè ñîáûòèé λ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîò-
íîøåíèÿ Eλ = a/b, òî ìíîæåñòâî òî÷åê â òðåóãîëüíèêå ñîîò-
âåòñòâóåò âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì Eλ â èíòåðâàëå [0,∞).

Óòâåðæäåíèå 5.1. Îáîçíà÷èì a/b = c. Ìàêñèìàëüíîå çíà-

÷åíèå âåðîÿòíîñòè PM , èëè åå âåðõíÿÿ ãðàíèöà PM , äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè c → 0 èëè â ëþáîé òî÷êå (a, b) = (0, s), s > 0.
Îòñþäà

PM =
M∑
k=0

Γ(K + k)
Γ(K)k!

·
(

s+ T

s+ T + t

)K ( t

s+ T + t

)k
.
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Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè PM , èëè åå íèæíÿÿ

ãðàíèöà PM , äîñòèãàåòñÿ ïðè c → ∞ èëè â ëþáîé òî÷êå

(a, b) = (s, 0), s > 0. Îòñþäà

PM =
M∑
k=0

Γ(s+K + k)
Γ(s+K)k!

·
(

T

T + t

)s+K ( t

T + t

)k
.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè
ê ãëàâå.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåä ïîëó÷åíèåì êàêèõ-ëèáî íàáëþäåíèé
èìååì K = T = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, PM = 0 è PM = 1. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, åñëè íè÷åãî íå èçâåñòíî î ïîâåäåíèè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, òî âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé ìîãóò áûòü ëþáûå â ïðå-
äåëàõ îò 0 äî 1.

5.12.3. Ïðèìåíåíèå îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ â ìîäåëè ãàðàíòèéíûõ
îáÿçàòåëüñòâ

Ïðîèçâîäñòâî, çàêóïêè è ïðîäàæà òîâàðà îáû÷íî ñâÿçàíû
ñ ðèñêîì òîãî, ÷òî ÷àñòü èçäåëèé ïîñëå ïîêóïêè èëè â ïðîöåñ-
ñå ýêñïëóàòàöèè âûéäåò èç ñòðîÿ, îòêàæåò èëè íå ñìîæåò âû-
ïîëíÿòü ÷àñòü ñâîèõ ôóíêöèé. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ìèíèìèçà-
öèè èëè êîìïåíñàöèè ýòîãî ðèñêà ÿâëÿþòñÿ ãàðàíòèéíûå îáÿ-
çàòåëüñòâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàðàíòèéíûìè îáÿçàòåëüñòâàìè
ïðîèçâîäèòåëü îïðåäåëÿåò âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî îòêàçàâ-
øèå èçäåëèÿ áóäóò îòðåìîíòèðîâàíû, çàìåíåíû èëè ïîêóïàòå-
ëþ âîçìåùåí óùåðá. Âðåìÿ äåéñòâèÿ ãàðàíòèéíîãî îáÿçàòåëü-
ñòâà, âåëè÷èíà âîçìåùåíèÿ óùåðáà, ñòîèìîñòü òîâàðà, åãî êî-
ëè÷åñòâî è ò.ä. ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàìåòðû ãàðàí-
òèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáè-
ðàþòñÿ òàê, ÷òîáû ïîòåðè âñëåäñòâèå îòêàçîâ èçäåëèé â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå íå ïðåâûøàëè äîõîäîâ îò ïðîèçâîäñòâà è
ïðîäàæè ýòèõ èçäåëèé. Ïîýòîìó íåïðàâèëüíî îöåíåííûå ïà-
ðàìåòðû ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ ìîãóò ïðèâåñòè ê ñóùå-
ñòâåííûì ïîòåðÿì äëÿ ïðîèçâîäèòåëÿ è ïðîäàâöà.

Îöåíêà è îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ãàðàíòèéíûõ îáÿçà-
òåëüñòâ � îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
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Êàê â ëþáîé çàäà÷å ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, îïòèìàëüíîñòü ðåøå-
íèÿ èëè ðèñê îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
èìåþùåéñÿ â ðàñïîðÿæåíèè èíôîðìàöèåé î ñîñòîÿíèÿõ ïðè-
ðîäû, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò çíàíèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåííîãî íà ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû. Â
òåðìèíàõ ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ íåîáõîäèìî çíàòü âåðî-
ÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè íàäåæíîñòè èçäåëèé èëè ïàðàìåò-
ðû ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, íàïðèìåð ÷èñëà îòêàçàâøèõ
èçäåëèé çà çàäàííîå âðåìÿ.

Ðàññìîòðèì ïîòîê èçäåëèé ìåæäó ïðîèçâîäèòåëåì è ïî-
òðåáèòåëåì. Ñëåäóþùàÿ ñõåìà ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òèïîâîé. Ïóñòü n � ÷èñëî èçäåëèé, êîòîðûå
ïîêóïàòåëü õîòåë áû ïðèîáðåñòè8. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå
ýòè èçäåëèÿ îäèíàêîâûå. Íà êàæäîå èçäåëèå óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñðîê ãàðàíòèè t (åäèíèö âðåìåíè). Ïîêóïàòåëü ãîòîâ çàïëà-
òèòü x (äåíåæíûõ åäèíèö) çà îäíî èçäåëèå, à òàêæå ãîòîâ íå
òðåáîâàòü âîçìåùåíèÿ óáûòêîâ ïðè îòêàçå íå áîëåå z èçäåëèé
â èíòåðâàëå âðåìåíè [0, t]. Îäíàêî çà êàæäûé îòêàç èçäåëèÿ
ñâûøå z ïîêóïàòåëü òðåáóåò êîìïåíñàöèè y äåíåæíûõ åäèíèö
çà îäíî îòêàçàâøåå èçäåëèå9.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ãàðàíòèéíûõ îáÿçà-
òåëüñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäèòåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå
îïòèìàëüíûõ â íåêîòîðîì ñìûñëå çíà÷åíèé z è y.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåáåñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà îäíîãî èç-
äåëèÿ ðàâíà c åäèíèö. Òîãäà ïðè îòêàçå z èëè ìåíåå èçäåëèé â
òå÷åíèå âðåìåíè t ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ ðàâíà B = n(x−c).
Îäíàêî åñëè ïðîèçîøëî i > z îòêàçîâ èçäåëèé çà âðåìÿ t, òî
ïðîèçâîäèòåëü îáÿçàí âûïëàòèòü ïî ãàðàíòèéíûì îáÿçàòåëü-
ñòâàì (i− z)y è ïðèáûëü ðàâíà B = n(x− c)− (i− z)y.

Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå âàæíûé ïàðàìåòð ãàðàíòèéíûõ
îáÿçàòåëüñòâ � âðåìÿ t. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ïîòîêà îòêàçîâ
â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè è äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè p(i|λ)
ïîÿâëåíèÿ i îòêàçîâ çà ýòî âðåìÿ ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ

8Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîêóïàòåëåì èëè ïîòðåáèòåëåì èçäåëèé
ÿâëÿåòñÿ ìàãàçèí êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ ñòóïåíü ìåæäó ïðîèçâîäèòåëåì è
êîíå÷íûì ïîêóïàòåëåì. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå è êîíå÷íîãî ïîêó-
ïàòåëÿ, íî òîãäà n = 1, è ýòî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé ñõåìû.

9Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïàðàìåòð z ðàâåí 0.
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ïàðàìåòðîì λ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì10.
Îæèäàåìûå âûïëàòû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàðàíòèéíûìè

îáÿçàòåëüñòâàìè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå

n∑
i=z+1

y(i− z)p(i|λ).

Îòñþäà îæèäàåìûé äîõîä ïðîèçâîäèòåëÿ ïðè çàäàííîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè p(i|λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü ìåæäó ïðèáû-
ëüþ n(x − c) îò ïðîäàæè n èçäåëèé ñ ó÷åòîì èõ öåíû, ñåáå-
ñòîèìîñòè è îæèäàåìûìè âûïëàòàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàðàí-
òèéíûìè îáÿçàòåëüñòâàìè, ò.å.

EpB=n(x− c)−
n∑

i=z+1

y(i− z)p(i|λ). (5.9)

Òàêèì îáðàçîì, îæèäàåìûé äîõîä çàâèñèò îò èíòåíñèâíî-
ñòè îòêàçîâ λ. Åñëè îæèäàåìûé äîõîä áîëüøå 0, òî ãàðàíòèé-
íûå îáÿçàòåëüñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü íåóáûòî÷íûìè è ýôôåê-
òèâíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èõ íåîáõîäèìî ïåðåñìîòðåòü â
ïîëüçó ïðîèçâîäèòåëÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è òàêæå
ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ Àâåíà [4] è Ñèíãïóðâàëëà [76].

Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ áëèçêà ê
ñõåìå ñòðàõîâàíèÿ, íî â îòëè÷èå îò öåëè çàäà÷è ñòðàõîâàíèÿ
öåëü äàííîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ EpB, à íå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé. Òåì íå ìåíåå ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ àíàëîãè÷-
íîé. Èñïîëüçóÿ îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îæèäàåìîãî
äîõîäà ïðè èçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ (a, b), à òàêæå ïðè óñëîâèè,
÷òî çà âðåìÿ T íàáëþäåíèé ïðîèçîøëî K îòêàçîâ [177]:

EpB = n(x− c)− y
n∑

k=z+1

(k − z)Γ(a+K + k)
Γ(a+K)k!

×

×
(

b+ T

b+ T + t

)a+K ( t

b+ T + t

)k
.

10Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è åãî îáîá-
ùåíèå (îáîáùåííàÿ áåòà-áèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü) òàêæå ìîãóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ çäåñü äëÿ îïèñàíèÿ âåðîÿòíîñòåé îòêàçîâ.
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ
(a, b) â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (0, 0), (s, 0), (0, s). Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö îæèäàåìîãî äîõîäà EpB
íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî EpB óáûâàåò ñ âîçðàñòàíèåì îòíî-
øåíèÿ a/b = d.

Óòâåðæäåíèå 5.2. Íèæíÿÿ ãðàíèöà EpB îæèäàåìîãî äîõî-

äà äîñòèãàåòñÿ ïðè (a, b) = (s, 0) è îïðåäåëÿåòñÿ êàê

EpB = n(x− c)− y
n∑

k=z+1

(k − z)Γ(s+K + k)
Γ(s+K)k!

×

×
(

T

T + t

)s+K ( t

T + t

)k
.

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà EpB îæèäàåìîãî äîõîäà äîñòèãàåòñÿ ïðè

(a, b) = (0, s) è îïðåäåëÿåòñÿ êàê

EpB = n(x− c)− y
n∑

k=z+1

(k − z)Γ(K + k)
Γ(K)k!

×

×
(

s+ T

s+ T + t

)K ( t

s+ T + t

)k
.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ïðèëîæåíèè
ê ãëàâå.

Åñëè s = 0, òî ãðàíèöû îæèäàåìîãî äîõîäà ñîâïàäàþò.
Ïåðåä ïîëó÷åíèåì êàêèõ-ëèáî ñâåäåíèé îá îòêàçàõ, ò.å. ïðè
K = T = 0, ãðàíèöû îæèäàåìîãî äîõîäà èìåþò âèä:

EpB = n(x− c)− y(n− z)

EpB = n(x− c).

Ïðèìåð 5.11. Ïðîèçâîäèòåëü ïðîäàåò ïàðòèþ òîâàðîâ â ðàçìåðå
n = 100 øòóê ïî öåíå x = 200$ çà åäèíèöó òîâàðà ïðè åãî ñåáåñòî-
èìîñòè c = 160$. Ñðîê ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ � t = 1 ãîä. Ïðè
èñïûòàíèÿõ âûøëè èç ñòðîÿ K = 2 èçäåëèÿ çà ñóììàðíûé ïåðèîä
íàáëþäåíèé T = 3. Ïðè îòêàçå ñâûøå z = 1 èçäåëèÿ îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ âîçìåùåíèå óáûòêîâ. Íàéäåì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âûïëàò äëÿ
âîçìåùåíèÿ óáûòêîâ y çà êàæäîå îòêàçàâøåå èçäåëèå. Èñïîëüçóåì
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ñíà÷àëà òî÷íîå àïðèîðíîå îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè11 a = 1 è b = 1. Òîãäà îæèäàåìûé äîõîä ðàâåí

EpB = 100 · 40− y
100∑
k=2

(k − 1)Γ(3 + k)
Γ(3)k!

(
4
5

)3(1
5

)k
=

= 4000− y · 0.262.

Îòñþäà óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîãî îæèäàåìîãî äîõîäà èìååò âèä:

4000− y · 0.262 ≥ 0

è y ≤ 15267. Ýòî çíà÷åíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü ãîòîâ
çàïëàòèòü 15267$ çà êàæäóþ îòêàçàâøóþ â òå÷åíèå ãîäà åäèíèöó
òîâàðà, ÷òîáû èìåòü ïîëîæèòåëüíûé îæèäàåìûé äîõîä.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíåíèå îáîáùåííîé ìîäåëè äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåðâàëà çíà÷åíèé y. Ãðàíèöû îæèäàåìîãî äîõîäà ïðè s = 1
ðàâíû

EpB = 100 · 40− y
100∑
k=2

(k − 1)Γ(3 + k)
Γ(1 + 2)k!

(
3
4

)3(1
4

)k
=

= 4000− y · 0.422,

EpB = 100 · 40− y
100∑
k=2

(k − 1)Γ(2 + k)
Γ(2)k!

(
4
5

)2(1
5

)k
=

= 4000− y · 0.14.

Îòñþäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà y îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ EpB = 0
è ðàâíà y = 28571. Íèæíÿÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
EpB = 0 è ðàâíà y = 9479. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå y ñèëüíî ñâÿçàíî
ñî çíà÷åíèåì z. Ïðè ýòîì íåçíà÷èòåëüíîå óâåëè÷åíèå z ïðèâîäèò ê
ñóùåñòâåííîìó ðîñòó y.

Èíòåðåñíî èññëåäîâàòü, êàê âðåìÿ íàáëþäåíèé âëèÿåò íà ãðà-
íèöû çíà÷åíèé y. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ÷èñëà îòêàçîâK âû÷èñëÿþòñÿ
ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ λ = K/T ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé è ðàâíà 2/3. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè íèæíèõ è âåðõíèõ
ãðàíèö çíà÷åíèé y â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè íàáëþäåíèé T ïðè
s = 1 ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.3. Ìîæíî çàìåòèòü èç ãðàôèêîâ, ÷òî øè-
ðèíà èíòåðâàëà [y, y] óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì T è ñòðåìèòñÿ ê ïðå-
äåëüíîìó çíà÷åíèþ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (5.9).

11Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a = 1,
b = 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íåèíôîðìàòèâíûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
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Ðèñ. 5.3. Íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû y â çàâèñèìîñòè îò T ïðè s = 1

5.13. Ãàììà-ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü

5.13.1. Ãàììà-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X, íàïðèìåð âðåìåíè
áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòîâ îáîðóäîâàíèÿ, èñïîëüçóþò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Pr{X < t} = F (t|λ) = 1− e−λt.

Çäåñü λ � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ èëè èíòåíñèâíîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñîáûòèé. Åñëè èíòåíñèâíîñòü ñîáûòèé λ òî÷-
íî íåèçâåñòíà, òî ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíà ñàìà ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíûì ÷èñëîì ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòè π(λ|ϑ), ìîæíî ñíîâà èñïîëüçîâàòü áàéåñîâñêèé ïîäõîä.
Ïðè ýòîì äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ àïðèîðíîãî è àïîñòåðèîðíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèé ôóíêöèÿ π äîëæíà áûòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì
Gamma(a, b).

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå âûøå, ïîëó-
÷èì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t â áóäóùåì ïðîèçîéäåò
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ñîáûòèå

Pr{X < t} = P (t) =

=
∫ ∞

0
(1− e−λt) ·Gamma(a, b)dλ =

= 1−
(

b

b+ t

)a
.

Ýòî � ãàììà-ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Åñëè çà âðåìÿ T ïðîèçîøëî K ñîáûòèé, òî àïîñòåðèîðíàÿ
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t â áóäóùåì ïðîèçîéäåò îäíî
ñîáûòèå, íàïðèìåð îòêàç, ðàâíà

Pr{X < t} = P (t) = 1−
(

b+ T

b+ t+ T

)a+K

.

5.13.2. Îáîáùåííàÿ ãàììà-ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü

Ïî àíàëîãèè ñ ðàññìîòðåííîé îáîáùåííîé îòðèöàòåëüíîé
áèíîìèàëüíîé ìîäåëüþ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âåê-
òîðîâ ïàðàìåòðîâ (a, b) â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (0, 0),
(s, 0), (0, s). Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eλ èíòåíñèâ-
íîñòè ñîáûòèé λ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ Eλ = a/b,
òî ìíîæåñòâî òî÷åê â òðåóãîëüíèêå ñîîòâåòñòâóåò âñåì âîç-
ìîæíûì çíà÷åíèÿì Eλ â èíòåðâàëå [0,∞). Äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P (t),
èëè åå âåðõíÿÿ ãðàíèöà P (t), äîñòèãàåòñÿ â ëþáîé òî÷êå
(a, b) = (0, s), s > 0. Îòñþäà [178]

P (t) = 1−
(

s+ T

s+ t+ T

)K
.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè P (t), èëè åå íèæíÿÿ
ãðàíèöà P (t), äîñòèãàåòñÿ â ëþáîé òî÷êå (a, b) = (s, 0), s > 0.
Îòñþäà

P (t) = 1−
(

T

t+ T

)s+K
.

162



5.14. Çàêëþ÷åíèå

Ïðèíöèïèàëüíîå ïðåèìóùåñòâî áàéåñîâñêèõ ìåòîäîâ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòíûìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áàéåñîâñêèå
ìåòîäû ìîãóò â ïðèíöèïå äàòü íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, äàæå
åñëè ñîâñåì íåò âûáîðî÷íûõ äàííûõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçî-
âàíèåì àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîòîðîå ïðè
îòñóòñòâèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ íå èçìåíÿåòñÿ, è ïåðåñ÷è-
òàííîå ïî òåîðåìå Áàéåñà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïà-
äàåò ñ àïðèîðíûì. Â òî æå âðåìÿ íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
â çàäà÷ó êíèãè íå âõîäèò äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå è àíàëèç
òðàäèöèîííîãî áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà, òàê êàê áîëüøîå êîëè-
÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíî åìó. Ïðèâåäåííûé ìàòåðèàë,
êàñàþùèéñÿ ñòàíäàðòíîãî áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà (ðàçäåë 5.1),
ñëóæèò òîëüêî äëÿ êðàòêîãî ââåäåíèÿ ê èçó÷åíèþ îáîáùåí-
íûõ ìîäåëåé.

Îáîáùåííûå ìîäåëè îòêðûâàþò öåëîå íàïðàâëåíèå èññëå-
äîâàíèé â ñòàòèñòèêå, â ðàìêàõ êîòîðîãî ìíîãèå íåäîñòàòêè
òðàäèöèîííûõ áàéåñîâñêèõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû.
Îäíèì èç ãëàâíûõ òàêèõ íåäîñòàòêîâ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü èëè
íåâîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ íåèíôîðìàòèâíîãî àïðèîðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòà ïðîáëåìà äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ðåøåíà
â îáîáùåííûõ ìîäåëÿõ çàìåíîé îäíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ìíîæåñòâîì ðàñïðåäåëåíèé. Ñóæåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà
ïî ìåðå íàêîïëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè îòðàæàåò,
âî-ïåðâûõ, òîò ôàêò, ÷òî ïîëó÷åííûå äàííûå ïîääåðæèâàþò
èñõîäíûå ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèÿõ, à âî-âòîðûõ, òî, ÷òî ïî-
ëó÷àåìàÿ èíôîðìàöèÿ ñíèæàåò ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè è
íåçíàíèÿ, êîòîðûå èìåëè ìåñòî äî åå ïîëó÷åíèÿ è èñïîëüçî-
âàíèÿ.

Èíòåðåñåí òîò ôàêò, ÷òî îáîáùåííûå áàéåñîâñêèå ìîäå-
ëè ïîçâîëÿþò ìîäèôèöèðîâàòü äðóãèå ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå
äëÿ îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, áëàãîäàðÿ îáîá-
ùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå áûëè ïîëó÷åíû ðàñøèðåííûå ôóíê-
öèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ñ íîâûìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè. Ðàñøèðåíèå ýòèõ ôóíêöèé ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî ïîëåçíûì, êîãäà èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îãðàíè÷åííà. Òàê êàê ðàñøèðåííûå
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ãðàíèöû ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ãðàíèöàìè, ïîëó÷åííû-
ìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ε-çàñîðåíèÿ, ýòî äàåò âîçìîæ-
íîñòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì òðàêòîâàòü ðàñøèðåííûå õàðàêòå-
ðèñòèêè. Äðóãèì âàæíûì ñâîéñòâîì ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé
äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ ìîäèôè-
êàöèè ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ íîâîé èíôîðìàöèè â âèäå íîâûõ
ñîáûòèé èëè ýêñïåðòíûõ îöåíîê, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîéñòâà-
ìè îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå. Ðàñøèðåííûå ôóíêöèè äî-
âåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå ôóíêöèÿìè äîâåðèÿ
è ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷òî äåëàåò âîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå âñåõ
ñâîéñòâ ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ è
âñåõ ïðàâèë êîìáèíèðîâàíèÿ è ìåòîäîâ òåîðèè Äåìïñòåðà�
Øåéôåðà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó ðîáàñò-
íûìè ìîäåëÿìè, îáîáùåííîé ìîäåëüþ Äèðèõëå, ïîëèíîìè-
àëüíîé ìîäåëüþ è ñëó÷àéíûìè ìíîæåñòâàìè. Ýòà ñâÿçü ñòàëà
ÿâíîé ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííûõ ìîäåëåé ê ðàçëè÷íûì
ñïîñîáàì îïèñàíèÿ íåòî÷íîñòè è íåîïðåäåëåííîñòè. Îíà ïîç-
âîëÿåò ïîíÿòü íåêîòîðûå ïàðàìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðàç-
ëè÷íûõ ìîäåëåé è âûÿâèòü èõ ñëàáûå è ñèëüíûå ñòîðîíû.

Ýôôåêòèâíîñòü îáîáùåííûõ ìîäåëåé ïðîäåìîíñòðèðîâà-
íà íà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåðàõ, âêëþ÷àÿ ìîäåëè ñòðàõîâàíèÿ
è ãàðàíòèéíûõ îáÿçàòåëüñòâ. Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ òàêèõ ìîäå-
ëåé áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ ïî ìåðå àíàëèçà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Íåñìîòðÿ íà âñå äîñòîèíñòâà ïðåäñòàâëåííûõ áàéåñîâñêèõ
ìîäåëåé, îòêðûòûì îñòàåòñÿ âîïðîñ âûáîðà ïàðàìåòðà îñòî-
ðîæíîñòè s äëÿ ýòèõ ìîäåëåé. Àðãóìåíòû, ïðèâåäåííûå â ðà-
áîòàõ [7, 8, 9, 79, 132], ê ñîæàëåíèþ, íå óáåæäàþò â ïðàâèëü-
íîñòè âûáîðà òîãî èëè èíîãî çíà÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ.
Ïîýòîìó íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ â áóäó-
ùåì äëÿ áîëåå ÷åòêîé è ñòðîãîé àðãóìåíòàöèè âûáîðà çíà÷å-
íèé ýòîãî ïàðàìåòðà.

5.15. Ïðèëîæåíèå ê ãëàâå 5

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.1. Äîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü
PM óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà c â èíòåðâàëå [0,∞). Âåðî-
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ÿòíîñòü PM ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

PM = 1− Bq(M + 1, r)
B(M + 1, r)

,

ãäå

r = cb+K, q =
t

b+ T + t
.

Îáîçíà÷èì r+∆r = b(c+∆c)+K, ∆c > 0. Òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
óáûâàíèÿ âåðîÿòíîñòè PM ïðè óâåëè÷åíèè c äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî

1− Bq(M + 1, r)
B(M + 1, r)

≥ 1− Bq(M + 1, r + ∆r)
B(M + 1, r + ∆r)

èëè íåðàâåíñòâî∫ q
0
xM (1− x)r−1dx∫ 1

0
xM (1− x)r−1dx

≤
∫ q

0
xM (1− x)r−1(1− x)∆rdx∫ 1

0
xM (1− x)r−1(1− x)∆rdx

. (5.10)

Îáîçíà÷èì ∫ 1

0

xM (1− x)r−1dx = A,∫ q

0

xM (1− x)r−1dx = B,∫ 1

q

xM (1− x)r−1dx = C.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà ìîæíî çàïèñàòü:∫ q

0

xM (1− x)r−1(1− x)∆rdx = z1B,∫ 1

q

xM (1− x)r−1(1− x)∆rdx = z2C,

è ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.10) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â ñëåäó-
þùåì âèäå:

z1B

z1B + z2C
.

Çäåñü z1, z2 ≥ 0 � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (1 − x)∆r â íåêîòîðûõ
òî÷êàõ îò 0 äî 1 èëè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ B è C â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåîðåìîé î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà. Òîãäà óñëîâèå
ìîíîòîííîñòè ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

B

A
≤ z1B

z1B + z2C
.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ (1 − x)∆r ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, òî z1 ≥ z2 èëè
z1 = z2 +ε, ε ≥ 0. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ A = B+C è B ≤ A, ïîëó÷àåì:

z1B

z1B + z2C
=

z1B

z2B + z2C + εB
=

z1B

z2A+ εB
=

=
z2B + εB

z2A+ εB
≥ z2B

z2A
=
B

A
.

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî PM êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ a = s è b = 0

ìåíüøå, ÷åì PM ïðè óñëîâèÿõ a1 = s− ε è b1 = 0 + ζ, ε > 0, ζ > 0.
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè PM â òî÷êå M ÷åðåç îòíîøå-
íèå áåòà-ôóíêöèè è íåïîëíîé áåòà-ôóíêöèè, íåîáõîäèìî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî:∫ q

0
xM (1− x)s+K−1dx∫ 1

0
xM (1− x)s+K−1dx

≥
∫ q−∆

0
xM (1− x)s−ε+K−1dx∫ 1

0
xM (1− x)s−ε+K−1dx

. (5.11)

Çäåñü q = t/(T + t) è q −∆ = t/(ζ + T + t). Îáîçíà÷èì∫ 1

0

xM (1− x)s+K−1dx = A,

∫ q

0

xM (1− x)s+K−1dx = B,

∫ 1

q

xM (1− x)s+K−1dx = C,

∫ q

q−∆

xM (1− x)s−ε+K−1dx = D.

Çäåñü D ≥ 0. Èç òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà ñëåäóåò∫ q

0

xM (1− x)s−ε+K−1dx = z1B,∫ 1

q

xM (1− x)s−ε+K−1dx = z2C.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (5.11) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

z1B −D
z1B + z2C

.

Çäåñü z1, z2 ≥ 0 � çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (1−x)−ε â íåêîòîðîé òî÷êå îò
0 äî 1 èëè ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ B è C â ñîîòâåòñòâèè ñ òåî-
ðåìîé î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà. Òîãäà óñëîâèå ìîíîòîííîñòè
ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

B

A
≥ z1B −D
z1B + z2C

.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ (1−x)−ε âîçðàñòàåò, òî âåðíî íåðàâåíñòâî z1 ≤ z2

èëè z1 = z2 − ε, ε ≥ 0. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå A = B + C è B ≤ A,
ïîëó÷àåì:

z1B −D
z1B + z2C

=
z1B −D

z2B + z2C − εB
=
z2B −D − εB
z2A− εB

≤ z2B

z2A
=
B

A
,

÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 5.2. Âûðàçèì îæèäàåìûé äîõîä
÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà îòêàçîâ Pi

Pi =
i∑

k=0

P (k).

Îáîçíà÷èì
∞∑

k=n+1

P (k) = 1− Pn.

Òîãäà

EpB = n(x− c)− y
n∑

k=z+1

kP (k) + yz

n∑
k=z+1

P (k) =

= n(x− c) + yz(Pn − Pz)− y
n∑

k=z+1

kP (k).

Çàìåòèì, ÷òî

n∑
k=z+1

kP (k) = z

n∑
k=z+1

P (k) +
n−z∑
k=1

kP (z + k) =

= z(Pn − Pz) +
n−z−1∑
k=0

(Pn − Pz+k) =

= nPn − zPz −
n−z−1∑
k=0

Pz+k.

Îòñþäà

EpB = n(x− c)− y(n− z)Pn + y

n−z−1∑
k=0

Pz+k. (5.12)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 5.1, ôóíêöèÿ Pi óáûâàåò ïðè
óâåëè÷åíèè d.
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Îáîçíà÷èì ∆Pk = Pk(d + ∆d) − Pk(d). Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî
∆Pk ≥ ∆Pk+1. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî:

Bq(k + 1, r + ∆r)
B(k + 1, r + ∆r)

− Bq(k + 1, r)
B(k + 1, r)

≥

≥ Bq(k + 2, r + ∆r)
B(k + 2, r + ∆r)

− Bq(k + 2, r)
B(k + 2, r)

.

Èç òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà ñëåäóåò

Bq(k + 2, r) = x2B, x2 ∈ [0, q],
B(k + 2, r) = x2B + x3C, x3 ∈ [q, 1].

Îòñþäà íåîáõîäèìî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

z1B

z1B + z2C
− B

B + C
− z1x2B

z1x2B + z2x3C
+

x2B

x2B + x3C
≥ 0.

Îáîçíà÷èì δ = x3/x2 ≥ 1. Ïîñëå óïðîùåíèÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà ïîëó÷àåì

(z1 + z2)BC(δ − 1) + z2C
2(δ2 − 1) ≥ 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Îòñþäà ∆Pk ≥ ∆Pk+1.
Âîçâðàùàÿñü ê (5.12) è èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå äîêàçàííîå ñâîé-

ñòâî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

(n− z)∆Pn ≤
n−z−1∑
k=0

∆Pz+k.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îæèäàåìûé äîõîä EpB óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì
d. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



Ãëàâà 6

Ìîäåëè íåîïðåäåëåííîñòè âòîðîãî

ïîðÿäêà

Íèêàêóþ ïðîáëåìó íåëüçÿ ðå-
øèòü íà òîì æå óðîâíå, íà êîòî-
ðîì îíà âîçíèêëà.

Àëüáåðò Ýíøòåéí

6.1. Íåíàäåæíûå îöåíêè

Ýêñïåðòíûå îöåíêè ìîãóò áûòü âàæíîé ÷àñòüþ èíôîðìà-
öèè âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ. Áîëåå òîãî, èíîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ
åäèíñòâåííîé èíôîðìàöèåé, èìåþùåéñÿ â ðàñïîðÿæåíèè. Ïî-
ýòîìó âîïðîñàì îáðàáîòêè è êîìáèíèðîâàíèÿ ýêñïåðòíûõ îöå-
íîê âñåãäà óäåëÿëîñü ìíîãî âíèìàíèÿ [14, 38, 141]. Äëÿ òîãî
÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëåçíóþ èíôîðìàöèþ îò ýêñïåðòîâ, íåîáõî-
äèìî èìåòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäåëü îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èëè ôîðìàëèçàöèè òåõ ýëåìåíòîâ
äàííûõ, êîòîðûå ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ýêñïåðòîì.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýêñïåðòíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íî
íåòî÷íûìè, íàïðèìåð èíòåðâàëüíûìè, âñëåäñòâèå îãðàíè÷åí-
íûõ âîçìîæíîñòåé ÷åëîâåêà. Ïîýòîìó äëÿ èõ ôîðìàëèçàöèè
è êîìáèíèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòåìà-
òè÷åñêèé àïïàðàò, íàïðèìåð òåîðèÿ ñâèäåòåëüñòâ [24, 75] (ñì.
ãëàâó 2), òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé [155] (ñì. ãëàâó 3). Îäíàêî
îöåíêè ìîãóò áûòü òàêæå ðàçíîðîäíûìè. Íàïðèìåð, îäíè
îöåíêè ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê âåðîÿòíîñòÿì íåêîòîðûõ çíà÷åíèé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à äðóãèå îöåíêè îòíîñÿòñÿ ê ìàòåìàòè-
÷åñêîìó îæèäàíèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äëÿ èõ êîì-
áèíèðîâàíèÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿþò-
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ñÿ èíòåðâàëüíûå âåðîÿòíîñòè [131, 138, 161]. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ýêñïåðòíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íî íåíàäåæíûìè. Î÷å-
âèäíî, ÷òî îöåíêè íàäåæíûõ ýêñïåðòîâ äîëæíû áûòü áîëåå
çíà÷èìûìè, ÷åì îöåíêè íåíàäåæíûõ ýêñïåðòîâ, åñëè òàêàÿ
èíôîðìàöèÿ îá ýêñïåðòàõ èìååòñÿ. Îäíàêî çäåñü âîçíèêàþò
ñëåäóþùèå ïðîòèâîðå÷èÿ è òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå â îñíîâíîì
ñ òåì ôàêòîì, ÷òî îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåòî÷íûìè. Âî-ïåðâûõ,
êà÷åñòâî ýêñïåðòîâ ÷àùå âñåãî îïèñûâàåòñÿ èõ âåñàìè. Õîòÿ
ìíîãèå àâòîðû [14] è óòâåðæäàþò, ÷òî âåñà íå ÿâëÿþòñÿ âå-
ðîÿòíîñòÿìè, îäíàêî îíè èìåþò ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòåé è îïå-
ðàöèè ñ âåñàìè îñóùåñòâëÿþòñÿ òàê æå, êàê è ñ âåðîÿòíîñòÿ-
ìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ñîîòíîñÿòñÿ îöåíêè, ïîëó÷åííûå
îò ýêñïåðòîâ, ñ ðàçëè÷íûìè âåñàìè è êàê èíòåðïðåòèðîâàòü
íåòî÷íûå îöåíêè? Åñòåñòâåííûé ïóòü èíòåðïðåòàöèè, íàïðè-
ìåð, èíòåðâàëüíûõ îöåíîê, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èíòåðâàëü-
íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èíòåðâàë, â êîòî-
ðûé ïîïàäàåò íåêîòîðîå íåèçâåñòíîå èñòèííîå çíà÷åíèå ýòîãî
ïàðàìåòðà ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ. À âåðîÿòíîñòü î÷åâèä-
íî, îïðåäåëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî íàäåæíîñòüþ ýêñïåðòà. Òîãäà
ñòàëêèâàåìñÿ ñî ñëåäóþùèì ïðîòèâîðå÷èåì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî î÷åíü íàäåæíûé ýêñïåðò ïðåäîñòàâèë ñëèøêîì óçêèé èí-
òåðâàë íåêîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè. Êàê îòíî-
ñèòüñÿ ê åãî îöåíêå? Â òî æå âðåìÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî äðóãîé
àáñîëþòíî íåíàäåæíûé ýêñïåðò ïðåäîñòàâèë î÷åíü øèðîêèé
èíòåðâàë, ñêàæåì, èíòåðâàë âåðîÿòíîñòè îò 0 äî 1. Íåñìîò-
ðÿ íà òî ÷òî âòîðîé ýêñïåðò íåíàäåæåí, åãî îöåíêà àáñîëþò-
íî âåðíà1. Åñëè ïðèíèìàòü ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè ýêñïåðòà
â êà÷åñòâå âåðîÿòíîñòè èëè êàêîé-ëèáî ìåðû äîâåðèÿ ê åãî
îöåíêå, òî ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü áîëåå óçêîãî èíòåðâàëà
áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü áîëåå øèðîêîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðî-
òèâîðå÷èåì. Åñëè íå ðàññìàòðèâàòü íàäåæíîñòü îöåíêè êàê
íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòü, òî êàê òîãäà îáðàáàòûâàòü îöåíêè òè-
ïà �ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàõîäèòñÿ â èíòåð-

1Çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôàêòîð èíôîðìàòèâíîñòè îöåíêè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî îöåíêè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè è ó÷èòûâàòü òàêèå
ñâîéñòâà ýêñïåðòîâ, êàê ÷ðåçâû÷àéíî çàâûøåííàÿ óâåðåííîñòü (ýêñïåðò
ïðåäîñòàâëÿåò óçêèå èíòåðâàëû) è ÷ðåçâû÷àéíî çàâûøåííàÿ îñòîðîæ-
íîñòü (ýêñïåðò ïðåäîñòàâëÿåò ñëèøêîì øèðîêèå èíòåðâàëû) [26].

170



âàëå îò 3 äî 5 ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëåå 0.95�, êîòîðûå ïîëó÷åíû
íå â ðåçóëüòàòå ýêñïåðòíîãî îïðîñà, à íà îñíîâå ñòàòèñòè÷å-
ñêîé îáðàáîòêè íàáëþäåíèé è îòðàæàþò äîâåðèòåëüíûé èí-
òåðâàë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòüþ?

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ïðîöåäóðû, êî-
òîðûå áû ó÷èòûâàëè íå òîëüêî êà÷åñòâî ýêñïåðòà, íî è åãî
îöåíîê. Óíèâåðñàëüíîé è íàèáîëåå îáîñíîâàííîé ïðîöåäóðîé
êîìáèíèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè îöåíîê â ðàìêàõ èíòåðâàëüíûõ
âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæåíèÿ èíòåðâàëü-
íûõ ñðåäíèõ. Îäíàêî ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæåíèÿ
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âñå ýêñïåðòíûå îöåíêè èìåþò îäèíàêîâîå
êà÷åñòâî èëè íàäåæíîñòü. Áîëåå òîãî, ýòà ïðîöåäóðà ðàññìàò-
ðèâàåò îöåíêè êàê àáñîëþòíî íàäåæíûå. Ýòî îäèí èç îñíîâ-
íûõ åå íåäîñòàòêîâ, êîòîðûé ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè ïðî-
äîëæåíèÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ýêñïåðòíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ
ïðîòèâîðå÷èâûìè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ â
çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñ-
ïåðòíûì îöåíêàì, îáðàçóþò ïóñòîå ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåéM è çàäà÷à ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå èìååò ðåøå-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùèå ñêà-
çàííîå âûøå.

Ïðèìåð 6.1. Äâà ýêñïåðòà äàþò îöåíêè âåðîÿòíîñòè äîæäÿ íà
ñëåäóþùèé äåíü p ≤ 0.1 è p ≥ 0.1 ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ñòàí-
äàðòíóþ ïðîöåäóðó ïðîäîëæåíèÿ, ïîëó÷àåì êîìáèíèðîâàííóþ âå-
ðîÿòíîñòü äîæäÿ p = 0.1. Òðóäíî ïîâåðèòü, ÷òî èç äâóõ àáñîëþòíî
ðàçëè÷íûõ è íåòî÷íûõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê ïîëó÷àåòñÿ àáñîëþòíî
òî÷íûé ðåçóëüòàò.

Ïðèìåð 6.2. Ïîëó÷åíû òðè ðàçíîðîäíûå îöåíêè:

p3 ≥ 0.7, p2 ≥ 0.5, 1 ≤ EX ≤ 2,

î çíà÷åíèÿõ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ïðèíèìàþùåé òðè
çíà÷åíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè p = (p1, p2, p3). Ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì îöåíêàì, èìååò âèä:

0 ≤ p1 ≤ 1,

0.5 ≤ p2 ≤ 1,
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0.7 ≤ p3 ≤ 1,

1 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 2,

p1 + p2 + p3 = 1.

Íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íîâûå îöåíêè íà îñíîâå èìåþùåéñÿ èíôîð-
ìàöèè, òàê êàê íåðàâåíñòâà íåñîâìåñòíû è îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé ïóñòà.

Êîìáèíèðîâàíèå ðàçíîðîäíûõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê, ïîçâî-
ëÿþùåå ó÷èòûâàòü êà÷åñòâî ýêñïåðòîâ, ìîæåò áûòü îñóùåñòâ-
ëåíî ïðè ïîìîùè èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé íåîïðåäåëåííîñòè,
à èìåííî ïðè ïîìîùè ìîäåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà. Ýòè ìîäåëè
îïèñûâàþò íåîïðåäåëåííîñòü ïîñðåäñòâîì äâóõ óðîâíåé. Åñ-
ëè âåðíóòüñÿ ê ïðèìåðó ñ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ñðåä-
íèõ çíà÷åíèé è äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, òî èíôîðìàöèÿ
î ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè ïðåäñòàâëÿåò ïåðâûé óðîâåíü, à
èíòåðâàë âåðîÿòíîñòåé [0.95, 1] � âòîðîé óðîâåíü.

Èñïîëüçîâàíèå èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé è èõ ïîäðîáíîå
îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [20, 22, 88], ãäå ïðèâîäÿòñÿ
àðãóìåíòû â çàùèòó òîãî, ÷òî íàèáîëåå îáùèìè ìîäåëÿìè ÿâ-
ëÿþòñÿ áàéåñîâñêèå ìîäåëè [6, 43, 44, 71, 147]. Ñîãëàñíî ýòèì
ìîäåëÿì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò âåðîÿòíîñòè âòîðî-
ãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèñòè-
êè êà÷åñòâà ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Áîëåå òîãî, ýòè âåðîÿòíîñòè
ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò ïðèìåíå-
íèå ýòîãî êëàññà ìîäåëåé.

Óîëëè [135], äå Êóìàí è äð. [19, 39] ïðåäëîæèëè èíòåðïðå-
òèðîâàòü íå÷åòêóþ âåðîÿòíîñòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èåðàð-
õè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðè ýòîì âòîðîé óðîâåíü ìîäåëè ïðåäñòàâ-
ëåí ìåðîé âîçìîæíîñòè, êîòîðóþ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èíòåðâàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé
[21]. Íàó [65] ïðåäëîæèë îïèñûâàòü ñòåïåíè äîâåðèÿ ýêñïåð-
òàì â êà÷åñòâå èíòåðâàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé, íàçâàííûõ èì äî-

âåðèòåëüíûìè âåñàìè, íà âòîðîì óðîâíå èåðàðõè÷åñêîé ìî-
äåëè. Ãóäìýí è Íãóåí [44] òàêæå ïðåäëîæèëè îäíó èç èåðàð-
õè÷åñêèõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùóþ íåîïðåäåëåííîñòü íà îáîèõ
óðîâíÿõ.

Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì áîëüøèíñòâà ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òî÷íîãî ðàñïðåäåëå-
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íèÿ âåðîÿòíîñòåé íà âòîðîì óðîâíå, ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè-
÷èâàåò èõ ïðèìåíåíèå âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ òàêîé èíôîðìà-
öèè âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Äðóãèì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îäíîðîäíûõ
îöåíîê íà îáîèõ óðîâíÿõ. Ïîýòîìó â ðàáîòàõ [87] è [92, 97, 99,
100, 110] áûëè ïðåäëîæåíû îáîáùåííûå èåðàðõè÷åñêèå ìîäå-
ëè, âåðîÿòíîñòè âòîðîãî óðîâíÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëü-
íûìè. Ýòè ìîäåëè ó÷èòûâàþò âîçìîæíîå îòñóòñòâèå èíôîð-
ìàöèè î ðàñïðåäåëåíèè íà âñåõ óðîâíÿõ èåðàðõèè. Íàèáîëåå
ïðîñòîé êëàññ ìîäåëåé ñ îäíîðîäíîé èíôîðìàöèåé íà ïåðâîì
óðîâíå ðàññìîòðåí â ðàáîòàõ [55, 56, 57]. Ýòîò êëàññ ìîäåëåé
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáùåííûõ ìîäåëåé. Èññëåäîâà-
íèþ íåêîòîðûõ òèïîâ ìîäåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíû
ðàáîòû [107, 109, 112, 115].

Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû îáîáùåííûå èåðàðõè÷åñêèå ìî-
äåëè âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ ðàñøèðåíèå íà îñíîâå ìîäåëè Äè-
ðèõëå.

6.2. Òðè çàäà÷è îáðàáîòêè îöåíîê

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ m ýêñïåðòíûõ îöåíîê â âèäå
íèæíåé ak è âåðõíåé ak ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
(èíòåðâàëüíûõ ñðåäíèõ) ôóíêöèé hk ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X,
ò.å., ak = Ehk, ak = Ehk, k = 1, ...,m. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé è çíà÷åíèÿ X
ïðèíàäëåæàò Ω = {x1, ..., xn}. Ïóñòü êàæäûé èç m ýêñïåð-
òîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ èíòåðâàëîì ñóáúåêòèâíîé âåðîÿòíîñòè
[υk, υk]. Òîãäà ôîðìàëüíî ýêñïåðòíûå îöåíêè ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

Pr {ak ≤ Ephk ≤ ak} ∈ [υk, υk], k = 1, ...,m. (6.1)

Óñëîâèå (6.1) òðàêòóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåèçâåñòíî
òî÷íîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû Ephk, íî èçâåñòíî, ÷òî îíî íàõî-
äèòñÿ â èíòåðâàëå [ak, ak] ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ, êîòîðàÿ,
â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå òî÷íî íåèçâåñòíà, íî íàõîäèòñÿ â èí-
òåðâàëå [υk, υk].

Ðàññìîòðèì òåïåðü áîëåå âíèìàòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîå
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îæèäàíèå

Ephk =
n∑
i=1

hk(xi)pi, (6.2)

ãäå p = (p1, ..., pn) � íåèçâåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-
ñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå Ephk ñàìî ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé Zk, ïðèíèìàþùåé íåêîòîðîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
Θk = [infxi hk(xi), supxi hk(xi)] è èìåþùåé ïëîòíîñòü âåðîÿò-
íîñòè ψ. Î âåëè÷èíå Zk èçâåñòíî, ÷òî åå ïëîòíîñòü ψ óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì

υk ≤
∫ ak

ak

ψ(z)dz ≤ υk, (6.3)

∫
Θk

ψ(z)dz = 1. (6.4)

Ïðèâåäåííûå îöåíêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðè ïîìîùè n-
ìåðíîãî åäèíè÷íîãî ñèìïëåêñà âåðîÿòíîñòåé p. Èíòåðâàëû
[ak, ak] ïåðâîãî óðîâíÿ îáðàçóþò �ïÿòíà� íà ýòîì ñèìïëåê-
ñå. À íàä ýòèìè ïÿòíàìè âîçâûøàþòñÿ �ãîðû� âñåõ âîçìîæ-
íûõ ïëîòíîñòåé ψ âòîðîãî óðîâíÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì (6.3)�(6.4). Âíå ýòèõ ïÿòåí òàêæå ñóùåñòâóþò �ãîðû� ïëîò-
íîñòåé ψ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (6.4).

Îñíîâíûìè öåëÿìè ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ:

1) âû÷èñëåíèå èíòåðâàëà âåðîÿòíîñòåé [υ, υ] äëÿ íîâîãî èí-
òåðâàëà A = [a, a] ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Epg(X);

2) âû÷èñëåíèå îæèäàåìîãî èëè �óñðåäíåííîãî� èíòåðâàëà2

[a∗, a∗] ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Epg(X);

3) ïåðåñ÷åò ãðàíèö âåðîÿòíîñòåé υk è υk ïîñëå íàáëþäåíèÿ
ñîáûòèÿ B.

2Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïåðâàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
âòîðîé çàäà÷è, êîãäà ôóíêöèÿ g(X) ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðíîé. Îäíàêî ïåð-
âàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî, òàê êàê ïîçâîëÿåò â áîëåå ïðîñòîé
ôîðìå ïðåäñòàâèòü ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøåíèÿ.
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Íèæå î÷åâèäíûå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé pi ≥ 0 è

∑
xi∈Ω pi = 1 íå âñåãäà áóäóò çàïèñû-

âàòüñÿ. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì hk = (hk(x1), ..., hk(xn))T è
g = (g(x1), ..., g(xn))T. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêèå
îæèäàíèÿ Ephk è Epg â ñîêðàùåííîé ôîðìå

Ephk =
n∑
i=1

hk(xi)pi = p · hk,

Epg =
n∑
i=1

g(xi)pi = p · g.

Íèæå òàêæå óêàçàíèå íà ðàñïðåäåëåíèå p ïðè çàïèñè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè íå áóäåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ.

6.3. Âû÷èñëåíèå èíòåðâàëà âåðîÿòíîñòåé (ïåðâàÿ
çàäà÷à)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Ehi, Eg ñà-
ìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Zi, Z, îïðåäåëåííûìè
íà Θi = [inf Ehi, supEhi], i = 1, ...,m, Θ = [inf Eg, supEg]
ñ ïëîòíîñòÿìè ψi, ψ ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ïðåäûäóùèé ðàç-
äåë). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñîáûòèé Ai = {ai ≤ Zi ≤ ai},
A = {a ≤ Z ≤ a}.

Åñëè âñå ôóíêöèè îäèíàêîâû, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
hi(X) = g(X), i = 1, ...,m, òî Zi = Z è Θi = Θ äëÿ âñåõ
i = 1, ...,m è çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ υ è υ èìå-
þò ñëåäóþùèé âèä:

υ = min
R

∫
Θ
IA(z)ψ(z)dz,

υ = max
R

∫
Θ
IA(z)ψ(z)dz (6.5)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

υi ≤
∫

Θ
IAi(z)ψ(z)dz ≤ υi, i ≤ m. (6.6)
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Çäåñü ìèíèìóì è ìàêñèìóì âû÷èñëÿþòñÿ ïî âñåìó ìíîæå-
ñòâó R âîçìîæíûõ ïëîòíîñòåé ψ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì (6.6), IAi(z) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèå 1, åñëè z ∈ Ai, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � çíà÷åíèå 0.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæ-
íåé ãðàíèöû υ èìååò âèä [55, 56]:

υ = EIA(g) = max
c0,ci,di

(
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

)
(6.7)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi(z) ≤ IA(z), ∀z ∈ Θ. (6.8)

Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âåðõíåé ãðàíèöû υ èìååò âèä:

υ = EIA(g) = min
c0,ci,di

(
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi(z) ≥ IA(z), ∀z ∈ Θ.

Ïðèâåäåííûå çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøàþòñÿ, òàê êàê
÷èñëî îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî â
ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâ èìåþò ìåñòî òîëüêî èíäèêà-
òîðíûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0 è 1. Êîëè÷åñòâî
îãðàíè÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì èíòåð-
âàëîâ Ai, i = 1, ...,m, A.

Ïðèìåð 6.3. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 6.1, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïåðâûé
ýêñïåðò èìååò ñòåïåíü äîâåðèÿ â èíòåðâàëå îò 0.5 äî 0.6, à âòîðîé
� â èíòåðâàëå îò 0.3 äî 0.4. Îïðåäåëèì ñòåïåíü äîâåðèÿ ê òîìó,
÷òî âåðîÿòíîñòü äîæäÿ â èíòåðâàëå îò 0.1 äî 0.3. Ïóñòü ôóíêöèÿ
h1(x1) = 1 (åñòü äîæäü) è h1(x2) = 0 (íåò äîæäÿ). Çàìåòèì, ÷òî
h1(xi) = h2(xi) = g(xi), i = 1, 2. Òîãäà èíôîðìàöèÿ ýêñïåðòîâ ìî-
æåò áûòü ôîðìàëüíî çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pr {0 ≤ Eh1 ≤ 0.1} ∈ [0.5, 0.6],
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Pr {0.1 ≤ Eh2 ≤ 1} ∈ [0.3, 0.4],

Pr {0.1 ≤ Eg ≤ 0.3} ∈ [υ, υ].

Â òåðìèíàõ ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ìîæíî çàïèñàòü3

a1 = 0, a1 = 0.1, a2 = 0.1, a2 = 1,
υ1 = 0.5, υ1 = 0.6, υ2 = 0.3, υ2 = 0.4.

Òàê êàê ôóíêöèè h1, h2, g îäèíàêîâû, òî íèæíÿÿ υ ãðàíèöà ñòåïåíè
äîâåðèÿ ê îöåíêå 0.1 ≤ p ≤ 0.3 âû÷èñëÿåòñÿ èç (6.7)�(6.8):

υ = max
c0,ci,di

(c0 + 0.5c1 − 0.6d1 + 0.3c2 − 0.4d2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, ∀z ∈ [0, 1],

c0 + (c1 − d1) I[0,0.1](z) + (c2 − d2) I[0.1,1](z) ≤ I[0.1,0.3](z).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè z < 0.1 îãðàíè÷åíèÿ îäèíàêîâû è èìåþò âèä

c0 + (c1 − d1) ≤ 0.

Ïðè z = 0.1 îãðàíè÷åíèå èìååò âèä

c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≤ 1.

Ïðè z ∈ (0.1, 0.3] îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä

c0 + (c2 − d2) ≤ 1.

Ïðè z ∈ (0.3, 1] îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä

c0 + (c2 − d2) ≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ïðîñòàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, èìåþùàÿ ÷åòûðå îãðàíè÷åíèÿ, ðàññìîòðåííûå âûøå, è
÷åòûðå îãðàíè÷åíèÿ âèäà ci, di ≥ 0. Ðåøåíèå çàäà÷è: c0 = 0, c1 = 0,
c2 = 0, d1 = 0, d2 = 0 è υ = 0. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ñòåïåíè äîâåðèÿ: c0 = 0, c1 = 0, c2 = 1,
d1 = 0, d2 = 0 è υ = 0.4.

Íàéäåì òåïåðü �óñðåäíåííûå� ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè äîæäÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå (6.7)�(6.8) çàïèñûâàþòñÿ êàê

υ = max
c0,ci,di

(c0 + 0.5c1 − 0.6d1 + 0.3c2 − 0.4d2)

3Çäåñü ãðàíèöû a1 = 0 è a2 = 1 âçÿòû èç óñëîâèÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü
íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî 1.
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2,

c0 + (c1 − d1) I[0,0.1](z) + (c2 − d2) I[0.1,1](z) ≤ z, ∀z ∈ [0, 1].

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî îãðàíè÷åíèé äëÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå êîíå÷-
íî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè z. Îãðàíè÷åíèÿ èìåþò âèä:

c0 + (c1 − d1) ≤ 0,
c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≤ 0.1,

c0 + (c2 − d2) < 0.1,
c0 + (c2 − d2) ≤ 0.3.

Îòñþäà íèæíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè äîæäÿ ðàâíà 0.04. Îãðàíè÷å-
íèÿ äëÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû èìåþò âèä:

c0 + (c1 − d1) ≥ 0,
c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≥ 0.1,

c0 + (c2 − d2) > 0.1,
c0 + (c2 − d2) ≥ 0.3.

Îòñþäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè äîæäÿ ðàâíà 0.46.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà âñå ôóíêöèè h1, ..., hm, g
ðàçëè÷íû. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü àíàëèçà ýòîãî ñëó÷àÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïåðåìåí-
íûå Zi, i = 1, ...,m, Z íåçàâèñèìûìè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
ÿâíîì âèäå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, êàê ñâÿçàíû îíè äðóã ñ
äðóãîì. Ìîæíî òîëüêî óòâåðæäàòü, ÷òî ñâÿçü îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ÷åðåç îáùèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p â (6.2). Ïîýòîìó
íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè òðåáóå-
ìûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïóñòü J � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ è J ⊆ N = {1, 2, ...,m}.
Îáîçíà÷èì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé:

AJ = {Ai, i ∈ J} = {ai ≤ Ehi ≤ ai, i ∈ J} ,
A0 = {A} = {a ≤ Eg ≤ a} , AcJ = {Aci , i ∈ J} .

Çäåñü

Acj =
(

inf
x
hj(x) ≤ Ehj ≤ aj

)
∪
(
aj ≤ Ehj ≤ sup

x
hj(x)

)
. (6.9)
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Îòìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé Ai, i ∈ J ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëåäóþùèõ èíäèêà-
òîðíûõ ôóíêöèé:

IAi (zi) = IAi (Ehi) = IAi (p · hi) .

Ïóñòü Ψ(z1, ..., zm) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Z1, ..., Zm. Òîãäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíî-
ñòè υ = EIA(Eg) = EIA(Z) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ðåøåíèå
ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

υ = max
R

∫
Θ×Θ1×...×Θm

IA(z)Ψ(z1, ..., zm)dzdz1 · · · dzm

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ äëÿ i = 1, ...,m,

υi ≤
∫

Θ1×...×Θm

IAi(zi)Ψ(z1, ..., zm)dz1 · · · dzm ≤ υi.

Çäåñü R � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ñîâìåñòíûõ ïëîòíîñòåé
âåðîÿòíîñòè Ψ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä:

υ = min
c0,ci,di

{
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

}
(6.10)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi (zi) ≥ IA (z) , ∀z ∈ Θ, ∀zi ∈ Θi. (6.11)

Îãðàíè÷åíèÿ (6.11) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû êàê

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi (p · hi) ≥ IA (p · g) , p ∈ P. (6.12)

Çäåñü P � ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé p. Ðàññìîòðèì
ïðåäñòàâëåííûå îãðàíè÷åíèÿ áîëåå äåòàëüíî. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû âû÷èñëèòü èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè, íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü
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âñå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ p èç P, ïîäñòàâèòü èõ â îãðà-
íè÷åíèÿ è âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñóììû êàê àðãóìåíòû
èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à íå ìîæåò
áûòü ðåøåíà ïðàêòè÷åñêè. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïóòü
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (6.10)�(6.11).

Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Çàìåòèì, ÷òî
ïîñëå ïîäñòàíîâêè âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ p ìîæíî ïî-
ëó÷èòü íàáîð îãðàíè÷åíèé, â êîòîðûõ âìåñòî èíäèêàòîðíûõ
ôóíêöèé ñòîÿò çíà÷åíèÿ 0 è 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ
îãðàíè÷åíèé íå ìîæåò áûòü áîëåå 2m+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
äâîè÷íûì âåêòîðàì äëèíû m+ 1. Îäíàêî äàëåêî íå âñå îãðà-
íè÷åíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû òàêèì îáðàçîì. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ çíà÷åíèé èíäèêà-
òîðíûõ ôóíêöèé íåâîçìîæíî íàéòè õîòÿ áû îäíî ðàñïðåäå-
ëåíèå p, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì òèïà Ai è A

c
i . Òàêèì

îáðàçîì, îñíîâíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàê íàéòè òàêèå
äâîè÷íûå âåêòîðà.

Ïóñòü Pi � ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé p, óäî-
âëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ ai ≤ Ehi ≤ ai, i = 1, ...,m, è P0 �
ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé p, óäîâëåòâîðÿþùåå
îãðàíè÷åíèþ a ≤ Eg ≤ a. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî
îãðàíè÷åíèé AJ ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì, åñëè ñóùåñòâóåò õî-
òÿ áû îäíî ðàñïðåäåëåíèå p ∈ RJ , óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì
îãðàíè÷åíèÿì ñ èíäåêñàìè, ïðèíàäëåæàùèìè J , ò.å.

RJ =
⋂
i∈J
Pi 6= ∅. (6.13)

Ñîãëàñîâàííîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåò íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî îãðàíè÷åíèÿ â (6.10)�(6.12).

Ïóñòü C � ìíîæåñòâî âñåõ ñîãëàñîâàííûõ ìíîæåñòâAJ , ò.å.
ìíîæåñòâ ñ RJ 6= ∅. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñîãëàñîâàííîñòè
ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé AJ ∪ AcN\J âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

IAi (Ehi) =
{

1, i ∈ J
0, i ∈ N\J

è
c0 +

∑
i∈J

(ci − di) ≥ IA (p · g) .

180



Áîëåå òîãî, åñëè ìíîæåñòâî AcN\J ∪AJ ∪A0 ñîãëàñîâàííî, òî

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≥ 1, (6.14)

èíà÷å
c0 +

∑
i∈J

(ci − di) ≥ 0. (6.15)

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìíîæåñòâî AcN\J ∪AJ ÿâëÿåòñÿ ñî-
ãëàñîâàííûì, òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå òàêîå îäíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå p, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ Ehi, i ∈ J íàõîäÿòñÿ â èíòåðâà-
ëàõ [ai, ai] è èõ èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè ðàâíû 1, âñå çíà÷åíèÿ
Ehj , j ∈ N\J íå ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëàì [aj , aj ] è èõ èí-
äèêàòîðíûå ôóíêöèè ðàâíû 0. Åñëè ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî
AcN\J ∪ AJ ∪ A0 ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì, òî ñóùåñòâóåò ïî
êðàéíåé ìåðå îäíî ðàñïðåäåëåíèå p, óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîë-
íèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ A0. Äàæå åñëè AcN\J ∪AJ ∪A0 ÿâëÿ-

åòñÿ ñîãëàñîâàííûì è íåðàâåíñòâî (6.14) âûïîëíÿåòñÿ, ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü ðàñïðåäåëåíèÿ p, êîòîðûå ôîðìèðóþò íåðàâåí-
ñòâî (6.15). Îäíàêî îãðàíè÷åíèå (6.15) ñëåäóåò èç îãðàíè÷åíèÿ
(6.14). Ïîýòîìó îíî ìîæåò áûòü óäàëåíî è íå ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáúåäèíåíèå äâóõ ñîáûòèé â (6.9)
îçíà÷àåò, ÷òî ñîãëàñîâàííîñòü ìíîæåñòâà AcJ ∪ AJ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîãëàñîâàííîñòüþ õîòÿ áû îäíîãî èç ìíîæåñòâ, ñîñòàâëÿ-
þùèõ îáúåäèíåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óïðîùåíèÿ îãðàíè÷åíèé (6.11) íåîá-
õîäèìî ïåðåáðàòü âñå ñîãëàñîâàííûå ìíîæåñòâà AcN\J ∪ AJ .
Òîãäà îãðàíè÷åíèÿ (6.11) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû äëÿ ëþáîãî
J ⊆ N ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≥

{
1, AcN\J ∪ AJ ∪ A0 ∈ C
0, AcN\J ∪ AJ ∪ A0 /∈ C

. (6.16)

Åñëè AcN\J ∪AJ ÿâëÿåòñÿ íåñîãëàñîâàííûì, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå íåðàâåíñòâî

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≥ 0 èëè 1
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èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà âñåõ îãðàíè÷åíèé.
Òåïåðü âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê îïðåäåëèòü ñîãëàñîâàííîñòü

ìíîæåñòâAcN\J∪AJ èëèA
c
N\J∪AJ∪A0? Óñëîâèå (6.13) âûïîë-

íÿåòñÿ, åñëè çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè AJ èìååò ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé p, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ âñåì îãðàíè÷åíèÿì AJ , òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ
ýòèìè îãðàíè÷åíèÿìè èìååò ðåøåíèå, òàê êàê îáëàñòü äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé íå ïóñòà. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñîãëàñîâàííîñòè ìíîæåñòâà AcN\J ∪ AJ äëÿ ëþáîãî J íåîáõî-
äèìî ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
p

(
max
p

)∑
x∈Ω

ϕ(x)p(x)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

p · hi ∈ Ai, i ∈ J, p · hj ∈ Acj , j ∈ N\J.

Çäåñü ϕ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ýòó çàäà÷ó îïòèìèçàöèè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîäîëæåíèå èíòåðâàëüíûõ ñðåä-
íèõ ïåðâîãî óðîâíÿ {ai, ai, i ∈ J} íà èíòåðâàëüíûå ñðåäíèå
ôóíêöèè ϕ. Òèï ôóíêöèè ϕ íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê îñ-
íîâíàÿ öåëü ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çà-
êëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè íàëè÷èÿ êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ. Ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ èìååò âèä:

min
c0,ci,di

c0 +
∑
i∈J

(ciai − diai) +
∑
i∈N\J

(ciaci − diaci )

 (6.17)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di)hi(x) ≥ ϕ(x), ∀x ∈ Ω. (6.18)

Çäåñü aci è a
c
i � ãðàíèöû

4 èíòåðâàëà Aci . Òàê êàê ñîãëàñîâàí-
íîñòü îãðàíè÷åíèé íå çàâèñèò îò ôóíêöèè ϕ, òî åå âûáîð îïðå-
äåëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî ñëîæíîñòüþ âû÷èñëåíèé.

4Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Aci ñîñòîèò èç îäíîãî èíòåðâàëà.
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Àíàëîãè÷íûé âûâîä ìîæåò áûòü ñäåëàí è äëÿ ðàñ÷åòà
íèæíåé ãðàíèöû υ. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèçèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

υ = max
c0,ci,di

(
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

)
(6.19)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i ∈ J , ∀J ⊆ N ,

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≤

{
1, AcN\J ∪ AJ ∪ A

c
0 /∈ C

0, AcN\J ∪ AJ ∪ A
c
0 ∈ C

. (6.20)

Åñëè ìíîæåñòâî AcN\J ∪AJ ÿâëÿåòñÿ íåñîãëàñîâàííûì, òî ñî-
îòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≤ 0 èëè 1

èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà âñåõ âîçìîæíûõ îãðàíè÷åíèé.
Â èòîãå çàïèøåì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ υ è υ.
Øàã 1. Ïåðåáîðîì çíà÷åíèé âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ

(y1, ..., ym), yi ∈ {0, 1}, ôîðìèðóþòñÿ ìíîæåñòâà AcN\J ∪ AJ
îãðàíè÷åíèé, ãäå i ∈ J , åñëè yi = 1, è i ∈ N\J , åñëè yi = 0.

Øàã 2. Âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîå ìíîæåñòâî AcN\J ∪ AJ èç
ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî íà øàãå 1.

Øàã 3. Åñëè AcN\J ∪ AJ ∈ C, òî (6.16) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ υ è (6.20) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ υ. Åñëè
AcN\J ∪ AJ /∈ C, òî ïåðåõîä íà øàã 2.

Øàã 4. Ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷åííûå íà øàãå 3, è
öåëåâûå ôóíêöèè (6.10), (6.19) îáðàçóþò çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåðîÿòíî-
ñòè υ è υ.

6.4. Âû÷èñëåíèå �ñðåäíåãî� èíòåðâàëà (âòîðàÿ
çàäà÷à)

Âòîðàÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ îæèäàåìîãî èëè �óñðåäíåííî-
ãî� èíòåðâàëà [a∗, a∗] = [EEg,EEg] ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ Eg(X) ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ àíàëîãè÷åí ðàññìîòðåííîìó â ðàçäåëå 6.3. Ôàêòè÷åñêè
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â ýòîì ðàçäåëå áûëî ðàññìîòðåíî òàêæå âû÷èñëåíèå �ñðåä-
íåãî�, íî èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè IA(X). Ïîýòîìó íåñëîæíî
îáîáùèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
g(X). Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (6.10)�(6.11) â âèäå

a∗ = min
c0,ci,di

{
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

}
(6.21)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi(Ehi) ≥ Eg. (6.22)

Ïóñòü p(1) ∈ RJ è p(2) ∈ RJ � äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì AcN\J ∪ AJ , è

p(2) · g ≥ p(1) · g.

Îáîçíà÷èì

E(k)hi = p(k) · hi, k = 1, 2.

Îòñþäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî IAi(E(1)hi) = IAi(E(2)hi). Òî-
ãäà îãðàíè÷åíèå

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) IAi(E(1)hi) ≥ E(1)g

ñëåäóåò èç îãðàíè÷åíèÿ

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) IAi(E(2)hi) ≥ E(2)g

è ìîæåò áûòü óäàëåíî èç ðàññìîòðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îãðà-
íè÷åíèå (6.22) ýêâèâàëåíòíî îãðàíè÷åíèþ

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) IAi(Ehi) ≥ max
RJ

Eg.

Çäåñü ìàêñèìóì îïðåäåëÿåòñÿ ïî âñåìó ìíîæåñòâó RJ âîç-
ìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé p, óäîâëåòâîðÿþùèõ
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ìíîæåñòâó ñîãëàñîâàííûõ îãðàíè÷åíèé AcN\J ∪ AJ . Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíèÿ çàìåíÿåòñÿ âåðõ-
íåé ãðàíèöåé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ EJg ôóíêöèè g ïðè
îãðàíè÷åíèÿõ AcN\J ∪ AJ è îãðàíè÷åíèå ïðèíèìàåò âèä

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≥ EJg. (6.23)

Çäåñü âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

EJg = max
R

∑
x∈Ω

g(x)p(x) (6.24)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ AcN\J ∪ AJ .
Àíàëîãè÷íûé âûâîä ìîæåò áûòü ñäåëàí äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íèæíåé ãðàíèöû a∗. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòîì âûâîäà ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à îïòèìèçàöèè

a∗ = max
c0,ci,di

{
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

}
(6.25)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi(Ehi) ≤ min
RJ

Eg. (6.26)

Çäåñü ìèíèìóì îïðåäåëÿåòñÿ ïî âñåìó ìíîæåñòâóRJ âîçìîæ-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé p, óäîâëåòâîðÿþùèõ ìíîæå-
ñòâó ñîãëàñîâàííûõ îãðàíè÷åíèé AcN\J ∪ AJ . Îòñþäà (6.26)
çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèåì:

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≤ EJg. (6.27)

Çäåñü

EJg = min
RJ

(p · g) (6.28)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ AcN\J ∪ AJ .
Â èòîãå çàïèøåì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ a∗ è a

∗.
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Øàã 1. Ïåðåáîðîì çíà÷åíèé âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ
(y1, ..., ym), yi ∈ {0, 1}, ôîðìèðóþòñÿ ìíîæåñòâà AcN\J ∪ AJ
îãðàíè÷åíèé, ãäå i ∈ J , åñëè yi = 1, è i ∈ N\J , åñëè yi = 0.

Øàã 2. Âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîå ìíîæåñòâî AcN\J ∪ AJ èç
ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî íà øàãå 1.

Øàã 3. Åñëè AcN\J ∪ AJ ∈ C, òî (6.23) è (6.24) èñïîëü-

çóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ a∗, (6.27) è (6.28) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ a∗. Åñëè AcN\J ∪ AJ /∈ C, òî ïåðåõîä íà øàã 2.

Øàã 4. Ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷åííûå íà øàãå 3, è
öåëåâûå ôóíêöèè (6.21) è (6.25) îáðàçóþò çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ �ñðåäíèå�
a∗ è a∗.

6.5. Ìîäèôèêàöèÿ âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà
(òðåòüÿ çàäà÷à)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ýêñïåðòíûõ îöåíîê (6.1)
ïðîèçîøëî ñîáûòèå. Îäíàêî âñëåäñòâèå íåòî÷íîñòè íàáëþäå-
íèé ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî îá èíòåðâàëå B(x) = [b, b], íàïðè-
ìåð, �÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ, íàáëþäàåìûõ çà çàäàííûé ïå-
ðèîä âðåìåíè, íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 10 äî 12�. Èñïîëüçóÿ
îáîáùåííóþ òåîðåìó Áàéåñà, ìîæíî íàéòè àïîñòåðèîðíûå âå-
ðîÿòíîñòè âòîðîãî óðîâíÿ η

k
è ηk èç èìåþùèõñÿ àïðèîðíûõ

υk è υk ïîñëå íàáëþäåíèÿ ñîáûòèÿ B, ò.å.

Pr {ak ≤ E(hk|B) ≤ ak} ∈ [η
k
, ηk].

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(hk|B) âû÷èñëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì [161, 126]:

E(hk|B) =
EhkB
Pr(B)

=
∑

x∈Ω hk(x)B(x)p(x)∑
x∈ΩB(x)p(x)

.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå íàáëþäåíèÿ ñîáûòèÿ B èíòåðâàë àïðè-
îðíûõ îöåíîê Ehk, Ehk èçìåíÿåòñÿ è àïîñòåðèîðíûå îöåíêè
èìåþò âèä E(hk|B) è E(hk|B) ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
E(hk|B) îñòàíåòñÿ â òåõ æå ïðåäåëàõ [ak, ak], äîëæíà áûòü èç-
ìåíåíà è åå íîâûå ãðàíèöû ðàâíû η

k
è ηk. Åñëè âåðíóòüñÿ ê
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n-ìåðíîìó åäèíè÷íîìó ñèìïëåêñó âåðîÿòíîñòåé p, òî �ïÿòíà�
íà íåì, îáðàçîâàííûå èíòåðâàëàìè [ak, ak], ïîñëå íàáëþäåíèÿ
ñîáûòèÿ B èçìåíÿþòñÿ âìåñòå ñ �ãîðàìè� ïëîòíîñòåé ψ íàä
íèìè. Èçìåíåííûå �ãîðû� äàþò íîâûå âåðîÿòíîñòè η

k
è ηk

íàä ñòàðûìè ïÿòíàìè.

Ïðîöåäóðà ïðîäîëæåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé àïîñòå-
ðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ηk = EIAk(E(hk|B) èìååò âèä:

ηk = min
c0,ci,di

(
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

)
(6.29)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m, ∀p ∈ P,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi (p · hi) ≥

≥ IAk
(∑

x∈Ω hk(x)B(x)p(x)∑
x∈ΩB(x)p(x)

)
. (6.30)

Íèæíÿÿ àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü η
k

= EIAk(E(hk|B)
âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî

η
k

= max
c0,ci,di

(
c0 +

m∑
i=1

(ciυi − diυi)

)
(6.31)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ...,m,

c0 +
m∑
i=1

(ci − di) IAi (p · hi) ≤

≤ IAk
(∑

x∈Ω hk(x)B(x)p(x)∑
x∈ΩB(x)p(x)

)
. (6.32)

Çäåñü P � ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé p.

Èç çàïèñè çàäà÷ (6.29)�(6.32) âèäíî, ÷òî îíè îòëè÷àþò-
ñÿ îò ðàññìîòðåííûõ ðàíåå çàäà÷ îïòèìèçàöèè òîëüêî ïðàâîé
÷àñòüþ â îãðàíè÷åíèÿõ. Ïîýòîìó îñíîâíàÿ ÷àñòü èõ ðåøåíèÿ
àíàëîãè÷íà óæå ðàññìîòðåííûì çàäà÷àì â ðàìêàõ ìîäåëåé
âòîðîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ çàäà÷ (6.29)�(6.32) ê áîëåå

187



ïðîñòîìó âèäó íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñîãëàñîâàííîñòü ðàç-
ëè÷íûõ ñîáûòèé. Îáîçíà÷èì Bk = {ak ≤ E(hk|B) ≤ ak}. Èñ-
ïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ìîæíî çàïèñàòü
ñëåäóþùåå. Åñëè AcN\J ∪ AJ ∈ C, òî (6.30) ìîæåò áûòü ïåðå-
ïèñàíà äëÿ ëþáîãî J ⊆ N êàê

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≥

{
1, AcN\J ∪ AJ ∪ Bk ∈ C
0, AcN\J ∪ AJ ∪ Bk /∈ C

. (6.33)

Åñëè AcN\J ∪ AJ /∈ C, òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≥ 0 èëè 1

èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà îãðàíè÷åíèé.
Åñëè AcN\J∪AJ ∈ C, òî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæ-

íåé ãðàíèöû η
k
ïåðåïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≤

{
1, AcN\J ∪ AJ ∪ B

c
k /∈ C

0, AcN\J ∪ AJ ∪ B
c
k ∈ C

. (6.34)

Åñëè AcN\J ∪ AJ /∈ C, òî ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî

c0 +
∑
i∈J

(ci − di) ≤ 0 èëè 1

èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà îãðàíè÷åíèé.
Êàê îïðåäåëèòü â äàííîì ñëó÷àå ñîãëàñîâàííîñòü ìíî-

æåñòâ AcN\J ∪AJ ∪Bk è A
c
N\J ∪AJ ∪B

c
k? Ýòî ìîæíî ñäåëàòü,

ðåøàÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

bk
(
bk
)

= min
p

(
max
p

) ∑
x∈Ω hk(x)B(x)p(x)∑

x∈ΩB(x)p(x)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

p · hi ∈ Ai, i ∈ J, p · hj ∈ Acj , j ∈ N\J.

Ïðèâåäåííûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè äðîáíî�ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíè ïðè ïîìîùè äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ
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ïðåîáðàçîâàíèé ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ.

Åñëè ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå [bk, bk] ∩ Ak 6= 0, òî ìíîæåñòâî AcN\J ∪ AJ ∪ Bk ÿâëÿåòñÿ
ñîãëàñîâàííûì. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå [bk, bk]∩Ack 6= 0, òî
ìíîæåñòâî AcN\J ∪ AJ ∪ B

c
k ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì.

Â èòîãå çàïèøåì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ η
k
è ηk.

Øàã 1. Ïåðåáîðîì çíà÷åíèé âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ
(y1, ..., ym), yi ∈ {0, 1}, ôîðìèðóþòñÿ ìíîæåñòâà AcN\J ∪ AJ
îãðàíè÷åíèé, ãäå i ∈ J , åñëè yi = 1, è i ∈ N\J , åñëè yi = 0.

Øàã 2. Âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîå ìíîæåñòâî AcN\J ∪ AJ èç
ñïèñêà, ïîëó÷åííîãî íà øàãå 1.

Øàã 3. Åñëè AcN\J ∪ AJ ∈ C, òî (6.33) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ηk è (6.34) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ηk. Åñëè
AcN\J ∪ AJ /∈ C, òî ïåðåõîä íà øàã 2.

Øàã 4. Ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷åííûå íà øàãå 3,
è öåëåâûå ôóíêöèè (6.29) è (6.31) îáðàçóþò çàäà÷è äðîáíî�
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè η

k
è ηk.

6.6. ×èñëîâûå ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïðåäëàãà-
åìóþ èåðàðõè÷åñêóþ ìîäåëü âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 6.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêñïåðò îöåíèâàåò ñîñòîÿíèå ñè-
ñòåìû (îòêàç � 1 è ðàáî÷åå � 0) ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðîÿòíîñòü
ðàáî÷åãî ñîñòîÿíèÿ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî 0.1. Äîâåðèå ê
îöåíêàì ýêñïåðòà ðàâíî 0.6. Íàéäåì ñòåïåíü äîâåðèÿ ê îöåíêå âåðî-
ÿòíîñòè îòêàçà [0, 0.2]. Ôîðìàëüíî èìåþùóþñÿ èíôîðìàöèþ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå:

Pr(A1) = Pr{0 ≤ EI{0}(X) ≤ 0.1} = 0.6,

Pr{0 ≤ EI{1}(X) ≤ 0.2} ∈ [υ, υ].

Çäåñü Ω = {0, 1}. Îòìåòèì, ÷òî p(0) + p(1) = 1 è∑
x∈{0,1}

I{0}(x)p(x) = p(0),
∑

x∈{0,1}

I{1}(x)p(x) = p(1).
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Òîãäà çàäà÷à (6.10)�(6.11) èìååò âèä

υ = min
c0,c,d

{c0 + 0.6 (c− d)}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c, d ∈ R+, c0 ∈ R,

c0 + (c− d) I[0,0.1] (p(0)) ≥ I[0,0.2] (p(1)) ,

ãäå A1 = {0 ≤ p(0) ≤ 0.1} è A = {0 ≤ p(1) ≤ 0.2}.
Ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé,

çàïèøåì ìíîæåñòâî èç 22 îãðàíè÷åíèé:

c0 + (c− d) · 1 ≥ 1,
c0 + (c− d) · 1 ≥ 0,
c0 + (c− d) · 0 ≥ 1,
c0 + (c− d) · 0 ≥ 0.

Çàìåòèì, ÷òî A1 è A ÿâëÿþòñÿ íåñîãëàñîâàííûìè, òàê êàê åñ-
ëè p(0) ∈ [0, 0.1], òî âåðíî óñëîâèå p(1) ∈ [0.9, 1], à íå óñëîâèå
p(1) ∈ [0, 0.2]. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåëüçÿ íàéòè âåðîÿòíîñòè p(0) èç
èíòåðâàëà [0, 0.1] è p(1) èç èíòåðâàëà [0.9, 1], êîòîðûå áû óäîâëåòâî-
ðÿëè óñëîâèþ p(0)+p(1) = 1, âñëåäñòâèå òîãî ÷òî [0.9, 1]∩[0, 0.2] = ∅.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå c0 + (c− d) · 1 ≥ 1 äîëæíî áûòü
èñêëþ÷åíî èç ñïèñêà îãðàíè÷åíèé.
A1 è Ac ÿâëÿþòñÿ íåñîãëàñîâàííûìè, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

p(1) ∈ [0.2, 1] è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå òàêîå îäíî ðàñïðåäå-
ëåíèå p, ÷òî p(0) ∈ [0, 0.1] è p(1) ∈ [0.2, 1], íàïðèìåð p(0) = 0.1 è
p(1) = 0.9. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âòîðîå îãðàíè÷åíèå îñòàåòñÿ â ñïèñ-
êå. Àíàëèçèðóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñîãëàñîâàííîñòü ìíîæåñòâ
Ac1 è A, Ac1 è Ac, çàïèñûâàåì èòîãîâóþ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé:

c0 + (c− d) · 1 ≥ 0,
c0 + (c− d) · 0 ≥ 1,
c0 + (c− d) · 0 ≥ 0.

Òîãäà çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ υ èìååò ñëåäóþùåå ðå-
øåíèå: c0 = 1, c = 0, d = 1. Îòñþäà υ = 0.4. Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàé-
òè υ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì Pr{0 ≤ EI{1}(x) ≤ 0.2} ∈ [0, 0.4].

Äàëåå ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð è ðåøèì âñå òðè
çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà.
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Òàáëèöà 6.1. Ñîãëàñîâàííîñòü ìíîæåñòâ îãðàíè÷åíèé

Ìíîæåñòâà Ñîãëàñîâàííîñòü

A{1,2,3} íåò

Ac{1} ∪ A{2,3} íåò

Ac{2} ∪ A{1,3} äà

Ac{3} ∪ A{1,2} äà

Ac{1,2} ∪ A{3} íåò

Ac{1,3} ∪ A{2} äà

Ac{2,3} ∪ A{1} äà

Ac{1,2,3} äà

Ïðèìåð 6.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðè ýêñïåðòà ñòðàõîâîé êîìïà-
íèè îöåíèâàþò âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ â çàäàííûé
ïåðèîä âðåìåíè áóäåò íå áîëüøå 10, ìåíüøå 0.4;

2) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ â çàäàííûé
ïåðèîä âðåìåíè áóäåò íå áîëüøå 8, ìåíüøå 0.2;

3) ñðåäíåå ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ ìåæäó 0 è 2.

Äîâåðèå ê îöåíêàì ïåðâîãî è âòîðîãî ýêñïåðòîâ ñîîòâåòñòâåííî
0.4 è 0.7. Äîâåðèå ê îöåíêàì òðåòüåãî ýêñïåðòà íàõîäèòñÿ â èíòåð-
âàëå îò 0.2 äî 0.5. Íàéäåì íèæíþþ υ è âåðõíþþ υ ãðàíèöû äîâåðèÿ
ê òîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòü îò 10 äî 12 ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ íå ìåíüøå
0.7.

Îöåíêè ýêñïåðòîâ ìîãóò áûòü ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëåíû â ñëå-
äóþùåì âèäå:

Pr(A1) = Pr{0 ≤ EI{0,...,10}(X) ≤ 0.4} = 0.4,
Pr(A2) = Pr{0 ≤ EI{0,...,8}(X) ≤ 0.2} = 0.7,
Pr(A3) = Pr{0 ≤ EX ≤ 2} ∈ [0.2, 0.5],

Pr{0.7 ≤ EI{10,11,12}(X) ≤ 1} = [υ, υ].

Ñîãëàñîâàííîñòü ìíîæåñòâ AcN\J ∪ AJ ïîêàçàíà â òàáë. 6.1.

Ìíîæåñòâà AcN\J ∪ AJ ∪ A
c
0 ÿâëÿþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè äëÿ

âñåõ J ⊆ {1, 2, 3}, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîãëàñîâàííûì ìíîæåñòâàì
AcN\J ∪ AJ . Òîëüêî äâà ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé A

c
{3} ∪ A{1,2} ∪ A0
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è Ac{2,3}∪A{1}∪A0 èç âñåõ ìíîæåñòâ âèäà AcN\J ∪AJ ∪A0 ÿâëÿþò-
ñÿ ñîãëàñîâàííûìè. Ïîýòîìó çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ υ èìååò âèä:

υ = min
c0,ci,di

{c0 + 0.4(c1 − d1) + 0.7(c2 − d2) + 0.5c3 − 0.2d3}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, 3,

c0 + (c1 − d1) + (c3 − d3) ≥ 0,
c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≥ 1,

c0 + (c2 − d2) ≥ 0,
c0 + (c1 − d1) ≥ 1,

c0 ≥ 0.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå:

c1 = d3 = 1, c0 = d1 = c2 = c3 = d2 = 0.

Îòñþäà υ = 0.2. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ ãðàíèöó
υ = 0.

Íàéäåì �ñðåäíèé� èíòåðâàë [a∗, a∗] âåðîÿòíîñòè EI{10,11,12}(X).
Ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ïðåäñòàâëåííîìó â ðàçäåëå 6.4, ìîæíî çàïè-
ñàòü (ñì. òàáë. 6.2) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû a∗:

a∗ = min
c0,ci,di

{c0 + 0.4(c1 − d1) + 0.7(c2 − d2) + 0.5c3 − 0.2d3}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, 3,

c0 + (c1 − d1) + (c3 − d3) ≥ 0.2,
c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≥ 1,

c0 + (c2 − d2) ≥ 0.6,
c0 + (c1 − d1) ≥ 0.8,

c0 ≥ 0.4.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå:

c0 = c1 = 0.4, c2 = 0.2, d3 = 0.6, d1 = d2 = c3 = 0.

Îòñþäà a∗ = 0.58. Î÷åâèäíî òàêæå (ñì. òàáë. 6.2), ÷òî a∗ = 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàòåëü íå ìîæåò òî÷íî ñêàçàòü áûë

ëè ñòðàõîâîé ñëó÷àé èëè íåò, ò.å. ôîðìàëüíî íàáëþäàåìîå ñîáûòèå
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê B = {0, 1}. Ïåðåñ÷èòàåì ñòåïåíü äîâåðèÿ
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Òàáëèöà 6.2. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷èñ-
ëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 10 äî 12

Ìíîæåñòâà EI{10,11,12}(X) EI{10,11,12}(X)
Ac{2} ∪ A{1,3} 0 0.2
Ac{3} ∪ A{1,2} 0 1
Ac{1,3} ∪ A{2} 0 0.6
Ac{2,3} ∪ A{1} 0 0.8
Ac{1,2,3} 0 0.4

ê îöåíêå òðåòüåãî ýêñïåðòà èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå
B. Âñå ìíîæåñòâà AcN\J∪AJ∪B ÿâëÿþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè. Èç âñåõ
ìíîæåñòâ âèäà AcN\J ∪AJ ∪B

c òîëüêî ìíîæåñòâî Ac{2,3} ∪A{1} ∪B
c

ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì. Ïîýòîìó çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ η

3
èìååò âèä:

η
3

= max
c0,ci,di

{c0 + 0.4(c1 − d1) + 0.7(c2 − d2) + 0.2c3 − 0.5d3}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, 3,

c0 + (c1 − d1) + (c3 − d3) ≤ 1,
c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≤ 1,

c0 + (c2 − d2) ≤ 1,
c0 + (c1 − d1) ≤ 0,

c0 ≤ 1.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå: c2 = c3 = 1, c0 = c1 = d1 = d2 = d3 = 0.
Îòñþäà η

3
= 0.9. Î÷åâèäíî, ÷òî η3 = 1.

6.7. Îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî óðîâíÿ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âåðîÿòíîñòè
îöåíîê èçâåñòíû. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èõ îïðåäåëåíèå
íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. Êðîìå òîãî, âåðî-
ÿòíîñòè îöåíîê çàâèñÿò íå òîëüêî îò ñòåïåíè êà÷åñòâà ýêñïåð-
òîâ, íî è îò ñàìèõ îöåíîê.

Âåðíåìñÿ ê îöåíêàì ïåðâîãî óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè

ak = Ehk ≤ Ehk =
L∑
i=1

hk(xi)p(xi) ≤ Ehk = ak, (6.35)
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Ðèñ. 6.1. Èëëþñòðàöèÿ ê ïðèìåðó 6.6

k = 1, ..., N , è ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé ñèìïëåêñ âåðîÿòíîñòåé
S(1, L). Êàæäàÿ k-ÿ îöåíêà (6.35) îáðàçóåò íà ýòîì ñèìïëåêñå
íåêîòîðîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé, êîòîðîå îáîçíà÷èìMk.

Ïðèìåð 6.6. Ïîëó÷åíû òðè (N = 3) îöåíêè p3 ≥ 0.7, p2 ≥ 0.5,
1 ≤ EX ≤ 2 çíà÷åíèé äèñêðåòíîé âåëè÷èíû X, ïðèíèìàþùåé òðè
çíà÷åíèÿ (L = 3) ñ íåèçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè p = (p1, p2, p3).
Ýòè îöåíêè îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâà M1, M2, M3 ðàñïðåäåëåíèé
âåðîÿòíîñòåé, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 6.1 â âèäå òðåóãîëüíèêîâ GHR,
BEF , AED ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèéM êàê
óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî, à ïîäìíîæåñòâàMk êàê íåêîòîðûå
ñîáûòèÿ, òî äëÿ àíàëèçà âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ëþáîå ïîä-
ìíîæåñòâî L, îáðàçîâàííîå îöåíêîé Eg ≤ Eg ≤ Eg, ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ èëè òåîðèè
Äåìïñòåðà�Øåéôåðà. Òîãäà íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòè
ïîäìíîæåñòâà L ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè äîâåðèÿ è ïðàâäîïî-
äîáèÿ, ò.å.

P (L) = Bel(L) =
1
N

∑
i:Mi⊆L

1,
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P (L) = Pl(L) =
1
N

∑
i:Mi∩L6=∅

1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà îòíîñèòåëüíî-
ìó ÷èñëó îöåíîê, êîòîðûå îáðàçóþò ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòåé,
âõîäÿùèõ â L. Âåðõíÿÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà îòíîñèòåëüíîìó
÷èñëó îöåíîê, êîòîðûå îáðàçóþò ìíîæåñòâà âåðîÿòíîñòåé,
èìåþùèå õîòÿ áû îäíî îáùåå ñ L ðàñïðåäåëåíèå.

Òàê êàê êîëè÷åñòâî ýêñïåðòíûõ îöåíîê ìîæåò áûòü êðàéíå
ìàëûì, òî öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü îáîáùåííóþ ìîäåëü
Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðîì îñòîðîæíîñòè s > 0 äëÿ ðàñøèðåíèÿ
ôóíêöèé äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñøèðåí-
íûå ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè èìåþò âèä5

P (L|s) =
N · Bel(L)
N + s

=
1

N + s

∑
i:Mi⊆L

1,

P (L|s) =
N · Pl(L) + s

N + s
=

1
N + s

s+
∑

i:Mi∩L6=∅
1

 .

Åñëè s = 0, òî P (L|0) = Bel(L), P (L|0) = Pl(L). Êðîìå
òîãî, âåðõíþþ âåðîÿòíîñòü ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå:

P (L|s) =
1

N + s

s+N −
∑

i:Mi∩L=∅
1

 =

= 1− 1
N + s

∑
i:Mi∩L=∅

1.

Ïðèìåð 6.7. Íàéäåì âåðîÿòíîñòè îöåíîê, ïðèâåäåííûõ â ïðèìåðå
6.6. Èç ðèñ. 6.1 âèäíî, ÷òî M1 ⊆ M1, M2 ⊆ M2, M3 ⊆ M3,
M1∩M2 = ∅,M1∩M3 = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíèìàÿ ïîî÷åðåäíî
óñëîâèå L =Mi, i = 1, 2, 3, ìîæíî çàïèñàòü:

P (M1|s) =
1

3 + s
, P (M1|s) =

1 + s

3 + s
,

5Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ãðàíèöû âåðîÿòíîñòåé ìîãóò áûòü òàêæå
ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì óðíîâîé ñõåìû íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ ìíî-
æåñòâà ñòàíäàðòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ìîäåëåé àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
ñäåëàíî â ðàçäåëå 5.5. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â
ðàáîòå [115].
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P (M2|s) =
1

3 + s
, P (M2|s) =

2 + s

3 + s
,

P (M3|s) =
1

3 + s
, P (M3|s) =

2 + s

3 + s
.

Íàïðèìåð, ïðè s = 1 ïîëó÷àåì

P (M1|s) =
1
4
, P (M1|s) =

1
2
,

P (M2|s) = P (M3|s) =
1
4
, P (M2|s) = P (M3|s) =

3
4
.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ÿâëÿëñÿ èëëþñòðàöèîííûì è äëÿ
íåãî áûëî äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïðåäåëèòü, êàê ïîäìíîæåñòâà
ñîîòíîñÿòñÿ èëè êàê âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Mi ⊆ L èëè
Mi ∩ L = ∅. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ
óñëîâèé íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, êî-
òîðûé ðàññìîòðåí íèæå.

Ïóñòü c = infMi Eg, c = supMi
Eg, d = infL Eg, d = supL Eg,

ãäå g � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
Mi ⊆ L, åñëè [c, c] ⊆ [d, d]. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðè îïòè-
ìèçàöèè ïî âñåì ðàñïðåäåëåíèÿì èç L íèæíÿÿ ãðàíèöà ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eg äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ðàñ-
ïðåäåëåíèé èç Mi ⊆ L, òî c = d. Åñëè ýòà íèæíÿÿ ãðàíèöà
äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ðàñïðåäåëåíèè èç L\Mi, òî c ≥ d.
Àíàëîãè÷íûé âûâîä ìîæíî ñäåëàòü äëÿ âåðõíèõ ãðàíèö.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ Mi ⊆ L, ãäå L
îáðàçîâàíî îöåíêîé Eg ≤ Eg ≤ Eg, íåîáõîäèìî ïðîäîë-
æèòü ãðàíèöû Ehi è Ehi íà ãðàíèöû c è c ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ôóíêöèè g ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû ïðîäîëæåíèÿ
[161, 131, 138]

c = inf
p∈S(1,L)

Eg, c = sup
p∈S(1,L)

Eg

ïðè îãðàíè÷åíèè Ehi ≤ Ehi ≤ Ehi.
Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìå-

þò âèä
c = sup

(
c0 + c1Ehi − d1Ehi

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c0 ∈ R, c1, d1 ∈ R+, ∀xj , j = 1, ..., L,

c0 + c1hi(xj)− d1hi(xj) ≤ g(xj),
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è

c = inf
(
c0 + c1Ehi − d1Ehi

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c0 ∈ R, c1, d1 ∈ R+, ∀xj , j = 1, ..., L,

c0 + c1hi(xj)− d1hi(xj) ≥ g(xj).

Âòîðîå óñëîâèå (Mi∩L = ∅) ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå ïðè ïîìî-
ùè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî åñ-
ëè äâà îãðàíè÷åíèÿ îáðàçóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà
ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé, òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ ýòèìè
îãðàíè÷åíèÿìè íå èìååò ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî
ìîæíî çàïèñàòü ïðàâèëî ïðîâåðêè óñëîâèÿ Mi ∩ L = ∅ èëè
óñëîâèÿMi ∩L 6= ∅. Åñëè çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ñ ïðîèçâîëüíîé öåëåâîé ôóíêöèåé è îãðàíè÷åíèÿìè

Ehi ≤ Ehi ≤ Ehi,

Eg ≤ Eg ≤ Eg

íå èìååò ðåøåíèÿ, òîMi∩L = ∅. È íàîáîðîò, åñëè ýòà çàäà÷à
èìååò ðåøåíèå, òîMi ∩ L 6= ∅.

Ïðèìåð 6.8. Ïðîâåðèì óñëîâèå M2 ⊆ M3 = L â ïðèìåðå 6.6.
Çäåñü [Eg,Eg] = [Eh3,Eh3] = [1, 2], [Eh2,Eh2] = [0.5, 1] è

c = inf
p∈S(1,3)

(1p1 + 2p2 + 3p3) ,

c = sup
p∈S(1,3)

(1p1 + 2p2 + 3p3)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ p1 + p2 + p3 = 1 è

0 ≤ p1 ≤ 1, 0 ≤ p2 ≤ 1, 0.5 ≤ p3 ≤ 1.

Îòñþäà c = 2 è c = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå [2, 3] ⊆ [1, 2] íå
âûïîëíÿåòñÿ èM2  M3. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî èçîáðàæåíî
íà ðèñ. 6.1.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòåé îöå-
íîê íà âòîðîì óðîâíå èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè. Îñîáåííîñòè
ýòèõ âåðîÿòíîñòåé çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî îíè ïîëó÷åíû îáú-
åêòèâíî òîëüêî íà îñíîâå èìåþùèõñÿ îöåíîê.
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Ïðèìåð 6.9. Ñêîððåêòèðóåì ãðàíèöû äëÿ âåðîÿòíîñòè p3, èñ-
ïîëüçóÿ îöåíêè, ïðèâåäåííûå â ïðèìåðå 6.6, ïðèíèìàÿ âî âíèìà-
íèå òîò ôàêò, ÷òî ïðè s = 1 èìååì âåðîÿòíîñòè âòîðîãî óðîâíÿ (ñì.
òàêæå ïðèìåð 6.7) P (M1|1) = 1/4, P (M1|1) = 1/2, P (M2|1) = 1/4,
P (M2|1) = 3/4, P (M3|1) = 1/4, P (M3|1) = 3/4.

Äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì àëãîðèòì, ïðåäñòàâëåííûé â ðàçäåëå
6.3. Ïóñòü J = {1, 2, 3}. Òîãäà

min
RJ

Eg = min
p
p3, max

RJ
Eg = max

p
p3

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ p1 + p2 + p3 = 1 è

0.5 ≤ p2 ≤ 1, 0.7 ≤ p3 ≤ 1,
1 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 2.

Çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ è R{1,2,3} = ∅. Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ J èìåþò îäèíàêîâûå öå-
ëåâûå ôóíêöèè p3. Îãðàíè÷åíèÿ ê íèì è ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â
òàáë. 6.3.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â (6.25)�(6.26), çàïèøåì:

Eg = max
c0,ci,di

{c0 + 0.25c1 − 0.5d1 + 0.25c2−

− 0.75d2 + 0.25c3 − 0.75d3}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, 3,

c0 + (c2 − d2) + (c3 − d3) ≤ 0,
c0 + (c1 − d1) ≤ 0.7,
c0 + (c2 − d2) ≤ 0,
c0 + (c3 − d3) ≤ 0,

c0 ≤ 0.25.

Îòñþäà Eg = 0.175. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ p3 ìîæåò áûòü íàéäå-
íà êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

Eg = min
c0,ci,di

{c0 + 0.5c1 − 0.25d1 + 0.75c2−

− 0.25d2 + 0.75c3 − 0.25d3}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, 3,

c0 + (c2 − d2) + (c3 − d3) ≥ 0.25,
c0 + (c1 − d1) ≥ 1,
c0 + (c2 − d2) ≥ 0.5,
c0 + (c3 − d3) ≥ 0.5,

c0 ≥ 0.7.
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Òàáëèöà 6.3. Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ J

J Îãðàíè÷åíèÿ RJ min
RJ

Eg max
RJ

Eg

{1, 2}
0.5 ≤ p2 ≤ 1
0.7 ≤ p3 ≤ 1

2 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 3
∅

{2, 3}
0.5 ≤ p2 ≤ 1
0 ≤ p3 ≤ 0.7

1 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 2
0 0.25

{1, 3}
0 ≤ p2 ≤ 0.5
0.7 ≤ p3 ≤ 1

1 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 2
∅

{1}
0 ≤ p2 ≤ 0.5
0.7 ≤ p3 ≤ 1

2 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 3
0.7 1

{2}
0.5 ≤ p2 ≤ 1
0 ≤ p3 ≤ 0.7

2 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 3
0 0.5

{3}
0 ≤ p2 ≤ 0.5
0 ≤ p3 ≤ 0.7

1 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 2
0 0.5

{∅}
0 ≤ p2 ≤ 0.5
0 ≤ p3 ≤ 0.7

2 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 3
0.25 0.7

Îòñþäà Eg = 0.75. Òàêèì îáðàçîì, ñêîððåêòèðîâàííûå ãðàíèöû
âåðîÿòíîñòè p3 � [0.175, 0.75].

Ïî÷åìó íîâûå ãðàíèöû ñîâåðøåííî îòëè÷àþòñÿ îò èñõîäíûõ
ãðàíèö ([0.7, 1])? Ãëàâíàÿ ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåð-
âàÿ ýêñïåðòíàÿ îöåíêà, êàñàþùàÿñÿ âåðîÿòíîñòè p3, íàõîäèòñÿ â
ïðîòèâîðå÷èè ñî âòîðîé è òðåòüåé îöåíêàìè. Ôàêò ïðîòèâîðå÷èÿ
îòðàæàåòñÿ â äîñòàòî÷íî íåáîëüøîé âåðîÿòíîñòè âòîðîãî óðîâ-
íÿ ([0.25, 0.5]) äëÿ ïåðâîé îöåíêè. Èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòü âòîðîãî
óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîé ìîäåëè, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî �äîïîëíå-
íèå� (Ac1) ê ïåðâîé îöåíêå p3 ∈ [0, 0.7] èìååò áîëüøóþ èíòåðâàëüíóþ
âåðîÿòíîñòü âòîðîãî óðîâíÿ [0.5, 0.75].

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îöåíêà p3 ∈ [0, 0.7] íå ïðîòèâîðå÷èò
âòîðîé è òðåòüåé ýêñïåðòíûì îöåíêàì. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàè-
áîëüøàÿ ÷àñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî óðîâíÿ è ñîîò-
âåòñòâóþùåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñîñðåäîòî÷åíû â îáëàñòè
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îò 0 äî 0.7. Ïîýòîìó ñêîððåêòèðîâàííûå ãðàíèöû òàê ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ îò èñõîäíîé îöåíêè.

Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííîå çàêëþ÷åíèå ñäåëàíî íà
îñíîâå àíàëèçà òðåõ èñõîäíûõ îöåíîê. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
åñòü 15 îöåíîê, èäåíòè÷íûõ ïåðâîé, ò.å. âñåãî èìååòñÿ 17 îöåíîê
(15 îöåíîê îáðàçóþò îäíî è òî æå ïîäìíîæåñòâî âåðîÿòíîñòåé
M1). Òîãäà P (M1|1) = 15/18, P (M1|1) = 16/18, P (M2|1) = 1/18,
P (M2|1) = 3/18, P (M3|1) = 1/18, P (M3|1) = 3/18. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì Eg = 0.583, Eg = 0.944, ò.å. p3 ∈ [0.583, 0.944]. Ìîæíî óâèäåòü
èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî íîâûå îöåíêè, ïîääåðæèâàþùèå
ïåðâóþ îöåíêó, ïðèâîäÿò ê óâåëè÷åíèþ èíòåðâàëüíîé âåðîÿòíîñòè
p3.

Ïðèìåð 6.10. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíûì äàííûì ïðèìåðà 6.5 îá îöåí-
êàõ âåðîÿòíîñòè ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñòü òîëüêî
ýêñïåðòíûå îöåíêè áåç ó÷åòà èõ âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî ðîäà, êîòî-
ðûå áûëè äàíû è èñïîëüçîâàëèñü â ïðèìåðå 6.5. Íàéäåì �ñðåäíèé�
èíòåðâàë [a∗, a∗] âåðîÿòíîñòè EI{10,11,12}(X), èñïîëüçóÿ òîëüêî èìå-
þùèåñÿ îöåíêè.

Ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêàì, èìåþò âèä:
0 ≤

∑∞
i=0 I{0,...,10}(i)pi ≤ 0.4,

0 ≤
∑∞
i=0 I{0,...,8}(i)pi ≤ 0.2,

0 ≤
∑∞
i=0 ipi ≤ 2,∑∞

i=0 pi = 1.

(6.36)

Ïóñòü M1, M2, M3 � ïîäìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé, îáðàçîâàííûå ýòèìè îöåíêàìè. Ðåøàÿ ðÿä çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êàê ýòè ìíîæåñòâà ñî-
îòíîñÿòñÿ äðóã ñ äðóãîì, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî M1 ∩ M2 6= ∅,
M1 ∩ M3 = ∅, M2 ∩ M3 = ∅, Mi  Mj , äëÿ òàêèõ i = 1, 2, 3
è j = 1, 2, 3, ÷òî i 6= j. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè s = 1 íèæíèå è
âåðõíèå ãðàíèöû âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî óðîâíÿ ðàâíû

P (M1|1) = 1/4, P (M1|1) = 3/4,

P (M2|1) = 1/4, P (M2|1) = 3/4,

P (M3|1) = 1/4, P (M3|1) = 2/4.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ðåøàëèñü ïðèáëèæåííî ñ îãðàíè÷åíèåì íà ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå
÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ ðàâíûì 100.

Äàëåå èñïîëüçóåì àëãîðèòì, ïðèâåäåííûé â ðàçäåëå 6.4 è â ïðè-
ìåðå 6.5. Âñå ñëó÷àè ñîãëàñîâàííûõ ìíîæåñòâ ïîêàçàíû â òàáë. 6.2.
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Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âåðîÿòíîñòè âòîðîãî óðîâíÿ, çàïèøåì çà-
äà÷ó îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî ÷èñëî ñòðàõîâûõ ñëó÷àåâ áóäåò íàõîäèòüñÿ â ïðåäåëàõ îò
10 äî 12:

min
c0,ci,di

{c0 +
3
4
c1 −

1
4
d1 +

3
4
c2 −

1
4
d2 +

2
4
c3 −

1
4
d3}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, 3,

c0 + (c3 − d3) ≥ 0.2,
c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≥ 1,

c0 + (c2 − d2) ≥ 0.6,
c0 + (c1 − d1) ≥ 0.8,

c0 ≥ 0.4.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå: d1 = c3 = d2 = 0, c0 = 0.4, c1 = 0.4, c2 = 0.2,
d3 = 0.2. Îòñþäà EEI{10,11,12}(X) = 0.8. Íèæíÿÿ ãðàíèöà ðàâíà
0. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòåðâàë èñêîìîé âåðîÿò-
íîñòè ñëèøêîì øèðîêèé è íåèíôîðìàòèâíûé. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì, âî-ïåðâûõ, íåäîñòàòêà èñõîäíîé èíôîðìàöèè è, âî-âòîðûõ,
áîëüøîé ñòåïåíüþ ïðîòèâîðå÷èâîñòè ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Â òî æå
âðåìÿ ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ïðè òàêîé îãðàíè÷åííîé èí-
ôîðìàöèè ìîæíî íå òîëüêî ïîëó÷èòü êàêèå-ëèáî íîâûå îöåíêè, íî
è îïðåäåëèòü ñòåïåíü äîâåðèÿ ê íèì, âû÷èñëÿÿ âåðîÿòíîñòè âòîðî-
ãî óðîâíÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íîâîé îöåíêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíî 10 ýêñïåðòîâ ïîäòâåðäèëè
òðåòüþ îöåíêó. Òîãäà ãðàíèöû âåðîÿòíîñòåé îöåíîê ðàâíû

P (M1|1) = 1/14, P (M1|1) = 3/14,

P (M2|1) = 1/14, P (M2|1) = 3/14,

P (M3|1) = 11/14, P (M3|1) = 12/14.

Îòñþäà EEI{10,11,12}(X) = 0.37, EEI{10,11,12}(X) = 0. Èíòåðâàë èñ-
êîìîé âåðîÿòíîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çíà÷èòåëüíî óìåíü-
øèëñÿ.

6.8. Èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè ïðè èçâåñòíîì òèïå
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X : Ω → R èìå-
åò ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè π(x|Θ), ãäå Θ = (θ1, ..., θk) � âåêòîð
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k ïàðàìåòðîâ. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, òàê êàê â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìûõ íèæå ìîäåëåé
ðàáîòà ñ òàêèìè âåëè÷èíàìè çíà÷èòåëüíî ïðîùå.

Èíôîðìàöèÿ î ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X ïðåäñòàâëåíà â ñëå-
äóþùåì âèäå:

p
i
≤ Eπ(x|Θ)fi(X) ≤ pi, i = 1, ...,m, (6.37)

èëè

p
i
≤
∫

R
fi(x)π(x|Θ)dx ≤ pi, i = 1, ...,m. (6.38)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èçâåñòíû íèæíèå è âåðõíèå ãðàíèöû ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè fi(X). Ïðè ýòîì
êîëè÷åñòâî òàêèõ îöåíîê ðàâíî m. Ôîðìàëèçóÿ èñõîäíóþ èí-
ôîðìàöèþ â âèäå (6.37), ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíî-
æåñòâî âîçìîæíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè π, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ (6.37). Â òî æå âðåìÿ èçâåñòåí òèï ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè, íàïðèìåð ýêñïîíåíöèàëüíûé, íî ïàðàìåòðû îñòàþòñÿ
íåèçâåñòíûìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêæå èìååòñÿ íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ èíôîðìàöèÿ î ïàðàìåòðàõ Θ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â ñëåäóþùåì âèäå:

αj ≤ Eρ(Θ)hj(Θ) ≤ αj , j = 1, ..., n, (6.39)

èëè

αj ≤
∫

Λ
hj(Θ)ρ(Θ)dΘ ≤ αj , j = 1, ..., n. (6.40)

Çäåñü ρ � íåèçâåñòíàÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âåê-
òîðà Θ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì (6.39), è Λ � ìíî-
æåñòâî çíà÷åíèé âåêòîðà Θ, â ÷àñòíîñòè Λ = Rk. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî èìååòñÿ n ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ïàðàìåòðîâ Θ. Åñëè ïàðà-
ìåòðû ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàðãèíàëüíûõ ïëîòíî-
ñòåé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì â çàäà÷àõ îïòè-
ìèçàöèè.

Êàê íàéòè ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íåêîòî-
ðîé ôóíêöèè g(X), ò.å. Eπg è Eπg? Íèæå òàêèå î÷åâèä-
íûå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé ρ èëè π, êàê ρ(x) ≥ 0,
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∫
R ρ(x)dx = 1 íå áóäóò çàïèñûâàòüñÿ. Áîëåå òîãî, èíòåãðà-
ëû âèäà

∫
R g(x)π(x|Θ)dx è

∫
Λ g(Θ)ρ(Θ)dΘ áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ

â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé Eπ(x|Θ)g è Eρ(Θ)g ñîîò-
âåòñòâåííî.

6.8.1. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïåðâîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n = 0, ò.å. èìåþùàÿñÿ èíôîð-
ìàöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òîëüêî â âèäå îöåíîê (6.37). Îäèí èç
âîçìîæíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö Eπg çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îöåíêà ñ íîìåðîì i â (6.37) îáðàçóåò
ìíîæåñòâî Ψi âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî âñå îöåíêè ýêñïåðòîâ îáðàçóþò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
Ψ =

⋂n
i=1 Ψi, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì îãðàíè÷åíèÿì. Èñïîëü-

çóÿ ìíîæåñòâî Ψ, ìîæíî íàéòè íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eπg ôóíêöèè g. Ôîðìàëüíî çàäà-
÷à çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

Eπg = min
Θ∈Ψ

Eπ(x|Θ)g(x), Eπg = max
Θ∈Ψ

Eπ(x|Θ)g(x). (6.41)

Ìàêñèìóì è ìèíèìóì îïðåäåëÿþòñÿ ïî ìíîæåñòâó âñåõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç Ψ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðåìåííî
âñåì ïîäìíîæåñòâàì Ψi, i = 1, ...,m.

Ïðèìåð 6.11. Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ î ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíå X:

0.1 ≤ Pr{X ∈ [0, 10]} ≤ 0.2, (6.42)

0.3 ≤ Pr{X ∈ [0, 20]} ≤ 0.5. (6.43)

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü Pr{X ≥ 30} ïðè óñëîâèè, ÷òî X èìååò ýêñïî-
íåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì λ. Ïðåæäå
âñåãî îïðåäåëèì âîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ïàðàìåòðà λ, îáðàçîâàí-
íûå îöåíêàìè (6.42)�(6.43):

0.1 ≤ 1− exp(−10 · λ) ≤ 0.2, 0.3 ≤ 1− exp(−20 · λ) ≤ 0.5.

Îòñþäà Ψ1 = [0.0105, 0.0223], Ψ2 = [0.0178, 0.0346]. Òîãäà

Ψ = Ψ1 ∩Ψ2 = [0.0178, 0.0223].

Òàê êàê ôóíêöèÿ

EπI[30,∞)(x) = Pr{X ≥ 30} = exp(−30 · λ)
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ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (óáûâàþùåé) ïî ïàðàìåòðó λ, òî

EπI[30,∞)(x) = exp(−30 · 0.0223) = 0.512,

EπI[30,∞)(x) = exp(−30 · 0.0178) = 0.586.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé âåëè÷èíû X ãðàíèöû èñêîìîé âåðîÿòíîñòè èìåëè áû
çíà÷åíèÿ EπI[30,∞)(x) = 0, EπI[30,∞)(x) = 0.7.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçàë, ÷òî ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áåç îñî-
áûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé, åñëè èìååòñÿ òîëüêî îäèí
ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, à òàêæå ïðè
íàëè÷èè îáðàòíîé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùåé âûðàçèòü ïàðàìåò-
ðû ÷åðåç ãðàíèöû p

i
è pi. Îäíàêî ñëîæíî îæèäàòü, ÷òî òàêàÿ

æå ïðîñòàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â ñëó÷àå äâóõ
è áîëåå ïàðàìåòðîâ.

6.8.2. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ âòîðîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ

Ðàññìîòðèì äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà m = 0, ò.å. èìå-
þùàÿñÿ èíôîðìàöèÿ ïðåäñòàâëåíà òîëüêî â âèäå îãðàíè÷åíèé
(6.39).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé ñàìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ñîâìåñòíîé
ïëîòíîñòüþ ρ(Θ). Çíàÿ ïëîòíîñòü π(x|Θ), ìîæíî íàéòè óñëîâ-
íóþ âåðîÿòíîñòü P (B|Θ) = Eπ(x|Θ)IB(x) ñîáûòèÿ B(x) ïðè
óñëîâèè, ÷òî Θ � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ïëîòíîñòè π.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

P (B) = Eρ(Θ)(P (B|Θ)) = Eρ(Θ)(Eπ(x|Θ)IB(x)).

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò áàéåñîâñêîé ìîäåëè íåîïðåäåëåííîñòè ñ èç-
âåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íà âòîðîì óðîâíå. Ýòà
ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè ïåðâîãî ïîðÿäêà �èíòåãðèðîâàíèåì
ïî ïàðàìåòðàì áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ� [6, 42, 43, 44].

Ïðåäñòàâëåííûé ïîäõîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñî-
áûòèÿ B îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà íåîáõîäèìî íàéòè ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè g. Â ýòîì ñëó÷àå

Eπg = Eρ(Θ)(Eπ(x|Θ)g(x)).
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Îáîçíà÷èì G(g,Θ) = Eπ(x|Θ)g(x). Åñëè èìåþòñÿ îöåíêè â
âèäå (6.40) è íåîáõîäèìî íàéòè Eπg = Eρ(Θ)G(g,Θ), òî ïðè
îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè î ïëîòíîñòè ρ(Θ) ìîæíî íàéòè ãðà-
íèöû Eπg, ðåøàÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

Eπg = min
ρ
Eρ(Θ)G(g,Θ), Eπg = max

ρ
Eρ(Θ)G(g,Θ) (6.44)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (6.40).
Ñîîòâåòñòâóþùèå äâîéñòâåííûå çàäà÷è èìåþò âèä:

Eπg = max
c0,ci,di

(
c0 +

n∑
i=1

(ciαi − diαi)

)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ..., n,

c0 +
n∑
i=1

(ci − di)hi(Θ) ≤ G(g,Θ), ∀Θ ∈ Λ,

è

Eπg = min
c0,ci,di

(
c0 +

n∑
i=1

(ciαi − diαi)

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ..., n,

c0 +
n∑
i=1

(ci − di)hi(Θ) ≥ G(g,Θ), ∀Θ ∈ Λ.

Ïðèìåð 6.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ èíôîðìà-
öèÿ î ïàðàìåòðå λ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

0.2 ≤ Pr{λ ∈ [0.02, 0.03]} ≤ 0.5,
0.7 ≤ Pr{λ ∈ [0.04, 0.05]} ≤ 0.8.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýêñïåðòû äàþò ïðîòèâîðå÷èâóþ èíôîðìàöèþ,
òàê êàê [0.02, 0.03] ∩ [0.04, 0.05] = ∅. Îäíàêî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî
ñòåïåíè äîâåðèÿ ê ýêñïåðòíûì îöåíêàì äåëàþò ýòó èíôîðìàöèþ
ñîãëàñîâàííîé. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü Pr{X ≥ 30} ïðè óñëîâèè, ÷òîX
èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ðåøèâ
çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

Eπg = min
ρ
Eρ(λ)G(I[30,∞)(x), λ),
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Eπg = max
ρ
Eρ(λ)G(I[30,∞)(x), λ)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0.2 ≤ Eρ(λ)I[0.02, 0.03](λ) ≤ 0.5,
0.7 ≤ Eρ(λ)I[0.04, 0.05](λ) ≤ 0.8.

Çäåñü λ ∈ Λ = R+ è G(I[30,∞)(x), λ) = exp(−30 · λ). Äâîéñòâåííàÿ
çàäà÷à äëÿ âû÷èñëåíèÿ Eπg èìååò âèä

Eπg = max
c0,ci,di

(c0 + 0.2c1 − 0.5d1 + 0.7c2 − 0.8d2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2 è ∀λ ≥ 0,

c0 + (c1 − d1) I[0.02, 0.03](λ) + (c2 − d2) I[0.04, 0.05](λ) ≤
≤ exp(−30 · λ).

Ðàçäåëèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé λ íà èíòåðâàëû [0, 0.02], [0.02, 0.03],
[0.03, 0.04], [0.04, 0.05], [0.05,∞) íà êàæäîì èíòåðâàëå λ. Èíäèêà-
òîðíûå ôóíêöèè íå èçìåíÿþòñÿ, åñëè λ íàõîäèòñÿ âíóòðè ýòèõ
èíòåðâàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé
â çàäà÷å ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê 5 îãðàíè÷åíèÿì ñ ìèíè-
ìàëüíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè. , ò.å. ñ ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè
exp(−30 · λ). Ôóíêöèÿ exp(−30 · λ) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé λ íåîáõîäèìî â ïðàâîé
÷àñòè îãðàíè÷åíèé ïîäñòàâèòü ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ λ. Òàêèì
îáðàçîì, îãðàíè÷åíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä:

c0 ≤ exp(−30 · 0.02),
c0 + (c1 − d1) ≤ exp(−30 · 0.03),

c0 ≤ exp(−30 · 0.04),
c0 + (c2 − d2) ≤ exp(−30 · 0.05),

c0 ≤ 0.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ Eπg çàïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî. Ðåøàÿ îáå çàäà÷è, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

EπI[30,∞)(x) = 0.242, EπI[30,∞)(x) = 0.421.

6.8.3. Ðåøåíèå çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îáà òèïà îöåíîê (6.37) è (6.39)
èìåþò ìåñòî. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ãðàíèö Eπg è Eπg èìåþò âèä:

Eπg = max
ρ
Eρ(Θ)G(g,Θ), (6.45)
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Eπg = min
ρ
Eρ(Θ)G(g,Θ) (6.46)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (6.37) è (6.39).

Óòâåðæäåíèå 6.1. Çàäà÷è (6.45)�(6.46) ýêâèâàëåíòíû çà-

äà÷àì îïòèìèçàöèè ñ òåìè æå öåëåâûìè ôóíêöèÿìè, ñ n
îãðàíè÷åíèÿìè (6.40) è m îãðàíè÷åíèÿìè âèäà

p
i
≤ Eρ(Θ)G(fi,Θ) ≤ pi, i = 1, ...,m. (6.47)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäíó èç çàäà÷ (6.45)�(6.46),
íàïðèìåð çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû Eπg. Ââîäÿ
íîâóþ ïåðåìåííóþ C, ìîæíî ïåðåïèñàòü (6.41) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Eπg = maxC

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (6.39) è

C ≥ Eπ(x|Θ)g(x) = G(g,Θ),

p
i
≤ Eπ(x|Θ)fi(x) = G(fi,Θ) ≤ pi, i ≤ m.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èíòåãðàëû â îãðàíè÷åíèÿõ ÿâëÿþòñÿ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè, è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå î÷åâèäíîå óñëîâèå
Eρ(Θ)1 = 1, ïîëó÷àåì:

Eρ(Θ)C ≥ Eρ(Θ)G(g,Θ),

Eρ(Θ)pi ≤ Eρ(Θ)G(fi,Θ) ≤ Eρ(Θ)pi, i ≤ m.

Îòñþäà

C ≥ Eρ(Θ)G(g,Θ), p
i
≤ Eρ(Θ)G(fi,Θ) ≤ pi, i ≤ m,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Äîêàæåì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (6.47) ìîæíî çàìåíèòü îãðàíè-

÷åíèÿìè (6.37). Ñîãëàñíî ðàáîòå [127], îïòèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü
ρ∗(Θ) ÿâëÿåòñÿ âåñîâîé ñóììîé ôóíêöèé Äèðàêà δ(Θ − Θk),
êîòîðûå ñêîíöåíòðèðîâàíû â òî÷êå Θk, ò.å.

ρ∗(Θ) =
m+n+1∑
k=1

ckδ(Θ−Θk),
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ãäå
∑m+n+1

k=1 ck = 1. Òîãäà (6.47) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

p
i
≤

m+n+1∑
k=1

ckG(fi,Θk) ≤ pi

èëè

p
i
≤
∫

R
fi(x)

(
m+n+1∑
k=1

ckπ(x|Θk)

)
dx ≤ pi.

Îòñþäà p
i
≤ Eπ(x|Θ)fi(x) ≤ pi, π(x|Θ) =

∑m+n+1
k=1 ckπ(x|Θk).

Óòâåðæäåíèå 6.1 ïîçâîëÿåò êîìáèíèðîâàòü îáà òèïà ýêñ-
ïåðòíûõ îöåíîê, ÷òî ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùèì
ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 6.13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíå X, èìåþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ, òàêàÿ æå êàê è â ïðèìåðå 6.11. Îäíàêî äîáàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
îöåíêà î ïàðàìåòðå λ:

0.7 ≤ Pr{λ ∈ [0.04, 0.05]} ≤ 0.8.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü Pr{X ≥ 30}. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö âåðîÿòíîñòè èìåþò âèä:

Eπg = min
ρ
Eρ(λ)G(I[30,∞)(x), λ),

Eπg = max
ρ
Eρ(λ)G(I[30,∞)(x), λ)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0.1 ≤ Eρ(λ)G(I[0,10](x), λ) ≤ 0.2,
0.3 ≤ Eρ(λ)G(I[0,20](x), λ) ≤ 0.5,
0.7 ≤ Eρ(λ)I[0.04, 0.05](λ) ≤ 0.8.

Çäåñü

G(I[30,∞)(x), λ) = exp(−30 · λ),
G(I[0,10](x), λ) = 1− exp(−10 · λ),
G(I[0,20](x), λ) = 1− exp(−20 · λ).

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ � ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè

EπI[30,∞)(x) = 0.574, EπI[30,∞)(x) = 0.581.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ
ïðèìåðà 6.11, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ñó-
ùåñòâåííî ñíèæàåò íåòî÷íîñòü èòîãîâûõ îöåíîê.

208



Ïðèìåð 6.14. Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð. Ïóñòü èíôîð-
ìàöèÿ î ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå X, òàêàÿ æå êàê è â ïðèìåðå 6.11.
Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè µ (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) è σ (ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå
îòêëîíåíèå). Òîãäà

G(I[30,∞)(x), µ, σ) = 1− Φ ((30− µ)/σ) ,

G(I[0,10](x), µ, σ) = Φ ((10− µ)/σ) ,

G(I[0,20](x), µ, σ) = Φ ((20− µ)/σ) .

Çäåñü Φ � ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(ôóíêöèÿ Ëàïëàñà). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïàðàìåòðû µ è σ ñòàòèñòè-
÷åñêè íåçàâèñèìû, çàïèøåì çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ãðàíèö EπI[30,∞)(x) è EπI[30,∞)(x):

Eπg = min
ρ1,ρ2

Eρ1(µ)·ρ2(σ)G(I[30,∞)(x), µ, σ),

Eπg = max
ρ1,ρ2

Eρ1(µ)·ρ2(σ)G(I[30,∞)(x), µ, σ)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0.1 ≤ Eρ1(µ)·ρ2(σ)G(I[0,10](x), µ, σ) ≤ 0.2,

0.3 ≤ Eρ1(µ)·ρ2(σ)G(I[0,20](x), µ, σ) ≤ 0.5.

Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû-
ìè âñëåäñòâèå íåëèíåéíîñòè, âíîñèìîé ïðîèçâåäåíèåì ïëîòíîñòåé
ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ µ è σ. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷: Eπg = 0.1,
Eπg = 0.63.

6.8.4. Îñòîðîæíûå îöåíêè ïðè èçâåñòíîì òèïå
ðàñïðåäåëåíèÿ

Íàèáîëüøàÿ ñëîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîãî
ïîäõîäà äëÿ îáðàáîòêè îöåíîê çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè
ãðàíèö αj è αj , êîãäà ýêñïåðòû ïðåäîñòàâëÿþò èíòåðâàëû Aj
ïàðàìåòðîâ, ò.å. hj(Θ) = IAj (Θ), Aj ⊂ Λ. Îäíèì èç âîçìîæ-
íûõ ïóòåé ïðåîäîëåíèÿ ýòîé ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå
îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå, ñîãëàñíî êîòîðîé êàæäîìó èí-
òåðâàëó Aj ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íèæ-
íþþ P (Aj |s) è âåðõíþþ P (Aj |s) âåðîÿòíîñòè, çàâèñÿùèå îò
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ïàðàìåòðà ìîäåëè s è îïðåäåëÿåìûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõî-
äà, ïðåäñòàâëåííîãî â ðàçäåëå 5.5. Îáîçíà÷èì

αj = P (Aj |s), αj = P (Aj |s), j = 1, ..., n.

Äëÿ êàæäîé èç m îöåíîê (6.37) îïðåäåëèì ãðàíèöû âåðî-
ÿòíîñòåé β

i
= P (Ψi|s) è βi = P (Ψi|s), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ

òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå íà îñ-
íîâå àíàëèçà ìíîæåñòâ Ψi, i = 1, ...,m. Òîãäà îöåíêè (6.37)
ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ:

β
i
≤ Eρ(Θ)IΨi(Θ) ≤ βi, i = 1, ...,m.

Çäåñü IΨi(Θ) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷å-
íèå 1, åñëè Θ ∈ Ψi.

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ãðàíèö Eπg è Eπg:

Eπg = min
ρ
Eρ(Θ)G(g,Θ), Eπg = max

ρ
Eρ(Θ)G(g,Θ)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

αj ≤ Eρ(Θ)hj(Θ) ≤ αj , j = 1, ..., n,

β
j
≤ Eρ(Θ)IΨj (Θ) ≤ βj , j = 1, ...,m.

Ñîîòâåòñòâóþùèå äâîéñòâåííûå çàäà÷è èìåþò âèä:

Eπg = max
c0,ci,di

[
c0 +

n∑
i=1

(ciαi − diαi) +
m∑
i=1

(
viβi − wiβi

)]

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di, vj , wj ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ..., n,
j = 1, ...,m, ∀Θ ∈ Λ,

G(g,Θ) ≥ c0 +
n∑
i=1

(ci − di)hi(Θ) +
m∑
i=1

(vi − wi) IΨi(Θ)

è

Eπg = min
c0,ci,di

[
c0 +

n∑
i=1

(ciαi − diαi) +
m∑
i=1

(
viβi − wiβi

)]
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di, vj , wj ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, ..., n,
j = 1, ...,m, ∀Θ ∈ Λ,

G(g,Θ) ≤ c0 +
n∑
i=1

(ci − di)hi(Θ) +
m∑
i=1

(vi − wi) IΨi(Θ).

Ïðèìåð 6.15. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 6.13 ïðè óñëîâèè, ÷òî îöåíêà
ïàðàìåòðà λ èìååò âèä: λ ∈ [0.04, 0.05], à íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè-
öû âåðîÿòíîñòè îöåíêè íåèçâåñòíû. Êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 6.11,
îöåíêè (6.42) è (6.43) îáðàçóþò ìíîæåñòâà Ψ1 = [0.0105, 0.0223] è
Ψ2 = [0.0178, 0.0346] çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷å-
íèÿ, ââåäåííûå â ýòîì ðàçäåëå, çàïèøåì A1 = [0.04, 0.05]. Ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷è-
âûìè. Çàìåòèì, ÷òî Ψ1 ∩ Ψ2 6= ∅, Ψi ∩ A1 = ∅, i = 1, 2, Ψ1  Ψ2,
Ψ2  Ψ1, A1  Ψi, Ψi  A1, i = 1, 2. Îòñþäà ñëåäóåò

P (A1|s) =
1

3 + s
, P (A1|s) =

s+ 1
3 + s

,

P (Ψi|s) =
1

3 + s
, P (Ψi|s) =

s+ 2
3 + s

, i = 1, 2.

Ïóñòü s = 1. Òîãäà

Eπg = min
ρ
Eρ(λ) exp(−30 · λ), Eπg = max

ρ
Eρ(λ) exp(−30 · λ)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0.25 ≤ Eρ(λ)I[0.0105,0.0223](λ) ≤ 0.75,
0.25 ≤ Eρ(λ)I[0.0178,0.0346](λ) ≤ 0.75,
0.25 ≤ Eρ(λ)I[0.04, 0.05](λ) ≤ 0.5.

Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû èìååò âèä:

Eπg = max
c0,ci,di

(c0 + 0.25c1 − 0.5d1+

+ 0.25v1 − 0.75w1 + 0.25v2 − 0.75w2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di, vj , wj ∈ R+, c0 ∈ R è ∀λ ≥ 0,

exp(−30 · λ) ≥ c0 + (c1 − d1) I[0.04, 0.05](λ)+
+ (v1 − w1) I[0.0105,0.0223](λ)+
+ (v2 − w2) I[0.0178,0.0346](λ).

Ðåøàÿ ýòè çàäà÷è, ïîëó÷àåì:

EπI[30,∞)(x) = 0.184, EπI[30,∞)(x) = 0.775.
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6.9. Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî èåðàðõè÷åñêèå
ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûì èíñòðóìåíòîì îáðàáîò-
êè è êîìáèíèðîâàíèÿ íåòî÷íûõ, ðàçíîðîäíûõ è ïðîòèâîðå÷è-
âûõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Áîëåå òîãî, èñïîëüçîâàíèå îáîáùåí-
íîé ìîäåëè Äèðèõëå ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ïðîòèâîðå÷èâû-
ìè ýêñïåðòíûìè îöåíêàìè áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî âîç-
ìîæíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î êà÷åñòâå ýòèõ îöå-
íîê. Ïîëó÷åííûå èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ðåà-
ëèñòè÷íûìè äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, êîãäà èíôîð-
ìàöèÿ îãðàíè÷åííà è íåèçâåñòíû òî÷íûå çàêîíû ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé. Îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü âîçìîæíî ìåíåå
èíôîðìàòèâíûå, íî áîëåå îñòîðîæíûå îöåíêè áåç èñïîëüçîâà-
íèÿ íåîïðàâäàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè
ê ñóùåñòâåííûì îøèáêàì è âûñîêîìó ðèñêó íåïðàâèëüíîãî
ðåøåíèÿ. Íåòî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ îöåíîê îòðàæàåò ñîñòîÿ-
íèå èñõîäíîé èíôîðìàöèè. Îíà çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò ÷èñëà
èìåþùèõñÿ ýêñïåðòíûõ îöåíîê, èõ íåòî÷íîñòè, ïðîòèâîðå÷è-
âîñòè, à òàêæå îò ïàðàìåòðà îñòîðîæíîñòè ìîäåëè Äèðèõëå.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíû â îñíîâíîì ìîäåëè âòîðîãî
ïîðÿäêà îäíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñëó÷àè, êîãäà âû÷èñëÿ-
þòñÿ ôóíêöèè äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ñëó÷àé-
íûìè è îïèñûâàåìûõ ìîäåëÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, èññëåäîâà-
íû â ðàáîòàõ [100, 106, 109, 110].

Â òî æå âðåìÿ èç ïðèìåðîâ âèäíî, ÷òî, äàæå äëÿ ïðîñòûõ
çàäà÷, èñïîëüçîâàíèå ïðåäëàãàåìûõ èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé
íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè.
Ïîýòîìó èõ ïðèìåíåíèå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíî íà ïðàêòèêå,
ïîêà íå áóäóò ñîçäàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòîâ.



×àñòü II

Àíàëèç ðèñêà è ïðèíÿòèå

ðåøåíèé





Ãëàâà 7

Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ÷åëîâåê õî-
÷åò íå çíàíèé, à îïðåäåëåííîñòè.

Áåðòðàí Ðàññåë

7.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â
óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè

Ìû ïðèíèìàåì ðåøåíèå â ïîâñåäíåâíîé æèçíè êàæäûé
äåíü áîëüøîå ÷èñëî ðàç. Ïðè ýòîì íàøè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü
�ïðàâèëüíûìè� è �íåïðàâèëüíûìè� â íåêîòîðîì ñìûñëå, îï-
òèìàëüíûìè è íåîïòèìàëüíûìè. Ðåøåíèÿ, ïðèíèìàåìûå íà-
ìè, îáû÷íî îðèåíòèðîâàííû íà ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ ïðîèçîé-
äåò èëè áóäåò èìåòü ìåñòî â áëèæàéøåì èëè äàëåêîì áóäó-
ùåì, íî ñàìî ðåøåíèå îïèðàåòñÿ íà îïûò, çíàíèÿ è èíòóèöèþ,
îñíîâàííûå íà ñîáûòèÿõ ïðîøëîãî. Ïîýòîìó îñíîâíàÿ ñëîæ-
íîñòü ïðèíÿòèÿ òîãî èëè èíîãî ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî èíôîðìàöèÿ î �áóäóùåì� îáû÷íî îãðàíè÷åííà è íåîïðå-
äåëåííà. Åñëè íåîòâåòñòâåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò èíîãäà ïðè-
íèìàòüñÿ èíòóèòèâíî, òî äëÿ ïðèíÿòèÿ îòâåòñòâåííûõ ðåøå-
íèé, ñâÿçàííûõ ñî çíà÷èìûìè ïîñëåäñòâèÿìè, òðåáóþùèìè
ó÷åòà áîëüøîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ, íåîáõîäèì ôîðìàëüíûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèâàòü âîçìîæíûå
àëüòåðíàòèâíûå äåéñòâèÿ èëè ðåøåíèÿ íå òîëüêî êà÷åñòâåí-
íî, íî è êîëè÷åñòâåííî. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî
îïðåäåëèòü îñíîâíûå ýëåìåíòû ñèòóàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé è
êëàññèôèöèðîâàòü çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ
èíôîðìàöèè, èìåþùåéñÿ â ðàñïîðÿæåíèè, òàê ÷òîáû îòíåñòè
èíòåðåñóþùóþ íàñ ñèòóàöèþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ê òîé èëè
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èíîé òèïîâîé çàäà÷å.

Êëàññè÷åñêèì ìåòîäàì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïîñâÿùåíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé [157, 163, 164, 170, 182]. Ïî-
ýòîìó ýòè ìåòîäû áóäóò ðàññìîòðåíû äîñòàòî÷íî êðàòêî.

7.1.1. Îñíîâíûå ýëåìåíòû çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé èìååò ñìûñë, åñëè ñóùåñòâóþò ðàçëè÷-
íûå âàðèàíòû àëüòåðíàòèâíûõ äåéñòâèé, ÷èñëî êîòîðûõ íå
ìåíüøå 2 è âûáîð îäíîãî èç êîòîðûõ ìîæåò ïðèâåñòè ê îïðå-
äåëåííûì ïîñëåäñòâèÿì. Ïóñòü èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü A àëü-
òåðíàòèâíûõ äåéñòâèé (àëüòåðíàòèâû, ìåðîïðèÿòèÿ, îïåðà-
öèè)

A = {a1, ..., an}, n ≥ 2,

êîòîðûå ìîæåò ñîâåðøèòü èëè âûáðàòü ëèöî, ïðèíèìàþ-
ùåå ðåøåíèå (ËÏÐ), äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè.
Ïðèìåðàìè àëüòåðíàòèâíûõ äåéñòâèé ìîãóò áûòü: {îòêðûòü
ñ÷åò â áàíêå, êóïèòü àêöèè ïðåäïðèÿòèÿ, äåðæàòü äåíü-
ãè äîìà}, {ïðîèçâîäèòü îäíî èçäåëèå, äâà èçäåëèÿ è ò.ä.},
{èñïîëüçîâàòü îäíó åäèíèöó îáîðóäîâàíèÿ, äâå è ò.ä.}.

Íà âûáîð òîãî èëè èíîãî ðåøåíèÿ (äåéñòâèÿ) îêàçûâàþò
âëèÿíèå îáúåêòèâíûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, íà îòêðûòèå ñ÷å-
òà â áàíêå èëè ïîêóïêó àêöèé ïðåäïðèÿòèÿ âëèÿåò ýêîíîìè-
÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ìåñòî íà îïðåäåëåí-
íîì ïåðèîäå âðåìåíè; íà êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìûõ èçäåëèé
âëèÿåò âåëè÷èíà ñïðîñà íà ýòè èçäåëèÿ (îòíîñèòåëüíàÿ èëè
àáñîëþòíàÿ). Îáúåêòèâíûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â çàäà-
÷å ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â âèäå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïðèðîäû

Ω = {ω1, ..., ωm}, îäíî èç êîòîðûõ ωi, i ∈ {1, 2, ...,m}, áóäåò
èìåòü ìåñòî â äåéñòâèòåëüíîñòè â ìîìåíò ðåàëèçàöèè èëè âû-
ïîëíåíèÿ âûáðàííîãî äåéñòâèÿ. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû: {ýêîíîìè÷åñêèé ñïàä â çàäàííûé ïåðèîä âðåìåíè
(ω1), ïîäúåì (ω2) è ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå (ω3)}, {íèçêèé ñïðîñ
íà ïðîäóêöèþ (ω1), ñðåäíèé ñïðîñ (ω2), âûñîêèé ñïðîñ (ω3)},
{âûïîëíåíèå (ω1) è íåâûïîëíåíèå (ω2) îáÿçàòåëüñòâ ïîñòàâ-
ùèêà êîìïëåêòóþùèõ}.

Òàêèõ ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåñòè ìíîæåñòâî â çàâèñèìî-
ñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è. Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ìíîæåñòâà
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ñîñòîÿíèé ïðèðîäû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî äîëæíî
áûòü ïîëíûì, ò.å. îíî äîëæíî âêëþ÷àòü âñå âîçìîæíûå ñè-
òóàöèè. Äðóãîé îñîáåííîñòüþ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïðèðîäû
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî çàðàíåå íå èçâåñòíî, êàêîå ñîñòîÿíèå áóäåò
èìåòü ìåñòî â áóäóùåì.

Ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû ìîãóò áûòü òàêæå êîìáèíèðîâàííû-
ìè. Íàïðèìåð, åñëè îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàòü âòîðîé è
òðåòèé ïðèìåðû ñîñòîÿíèé ïðèðîäû, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ìíîæåñòâî èç 6 ñîñòîÿíèé: íèçêèé ñïðîñ è âûïîëíåíèå îáÿçà-
òåëüñòâ, íèçêèé ñïðîñ è íåâûïîëíåíèå îáÿçàòåëüñòâ, ñðåäíèé
ñïðîñ è âûïîëíåíèå îáÿçàòåëüñòâ, ñðåäíèé ñïðîñ è íåâûïîëíå-
íèå îáÿçàòåëüñòâ, âûñîêèé ñïðîñ è âûïîëíåíèå îáÿçàòåëüñòâ,
âûñîêèé ñïðîñ è íåâûïîëíåíèå îáÿçàòåëüñòâ.

Äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëèñü êîíå÷íûå ìíîæåñòâà äèñ-
êðåòíûõ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðèðîäû ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì è
íåïðåðûâíûì. Íàïðèìåð, åñëè íàøå ðåøåíèå äîñòàòî÷íî
æåñòêî çàâèñèò îò îáúåìà ïðîäàæ â áëèæàéøåì áóäóùåì, êî-
òîðûé âûðàæåí â äåíåæíûõ óñëîâíûõ åäèíèöàõ, òî ìíîæå-
ñòâî ñîñòîÿíèé â äàííîì ñëó÷àå � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëü-
íûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Äðóãèì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ïðèíÿòèå ðåøåíèé, ò.å.
íà âûáîð îäíîãî èç äåéñòâèé, ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäñòâèå ïðèíèìà-
åìîãî ðåøåíèÿ, âûðàæåííîå â íåêîòîðîé ÷èñëîâîé ôîðìå è
çàâèñÿùåå îò ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåä-
ñòâèå åñòü ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ
è íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ïðèðîäû, ò.å. äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ
ai è äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû ωj îïðåäåëèì ïîñëåä-
ñòâèÿ â âèäå ïîëåçíîñòè (âûãîäà, äîõîä) â íåêîòîðûõ åäèíè-
öàõ u(ai, ωj), ò.å. u : (A × Ω) → R. Êðîìå òîãî, îïðåäåëèì
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó u(ai) íà (Ω,Po(Ω)), ïðèíèìàþùóþ çíà-
÷åíèÿ u(ai, ωj). Âåëè÷èíû u(ai, ωj), èãðàþùèå ðîëü ïëàòåæåé
â òåîðèè èãð, îáû÷íî çàäàþòñÿ èç ýâðèñòè÷åñêèõ, ñóáúåêòèâ-
íûõ ñîîáðàæåíèé. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò ñïåöèôè÷åñêèå òðóä-
íîñòè ïðè èõ ÷èñëîâîé îöåíêå, îáóñëîâëåííûå òàêèìè ôàêòî-
ðàìè, êàê áîëåçíè, óäîâîëüñòâèÿ, ïðåñòèæ, ðåïóòàöèÿ è ò.ä.
Çíà÷åíèÿ ïîëåçíîñòè ìîæíî çàäàâàòü îòíîñèòåëüíî, ïîýòîìó
èõ òàêæå íàçûâàþò ïîêàçàòåëÿìè ïðåäïî÷òåíèÿ. Â ýêîíîìè-
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÷åñêèõ çàäà÷àõ çà÷àñòóþ âìåñòî ïîëåçíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ
ïîòåðè, îáîçíà÷àåìûå l(ai, ωj). Ïðè ýòîì ïîòåðè è ïîëåçíî-
ñòè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì u(ai, ωj) = −l(ai, ωj),
ò.å. çíà÷åíèå ïîòåðü ìîæåò áûòü ñâåäåíî ôîðìàëüíî ê ïîëåç-
íîñòè, ïîñòàâèâ çíàê îòðèöàíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèÿ
ïîòåðü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïî-
ëåçíîñòè. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì çàïèñûâàòü uij
âìåñòî u(ai, ωj).

Åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðèðîäû ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì, òî ïîëåçíîñòè çàäàþòñÿ îáû÷íî â âèäå íåêîòîðîé òè-
ïîâîé ôóíêöèè u(ai, ω), ãäå, â ÷àñòíîñòè, ω ∈ [a, b]. Íàïðè-
ìåð, åñëè ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû îïðåäåëÿþòñÿ îáúåìîì ïðîäàæ
ω, âûðàæåííûõ â äåíåæíûõ åäèíèöàõ, è ïîëåçíîñòè ëèíåéíî
çàâèñÿò îò ýòîãî îáúåìà ïðîäàæ, òî u(ai, ω) = viω + wi, ãäå
ïàðàìåòðû vi è wi çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé àëüòåðíàòèâû.

Çàäà÷à ËÏÐ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèíÿòü êàêîå-ëèáî ðå-
øåíèå èëè âûïîëíèòü êàêîå-ëèáî äåéñòâèå èç ñîâîêóïíîñòè
A. Êàæäîå èç ýòèõ äåéñòâèé åñòü ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ. Îä-
íàêî ïðè ìíîãîêðàòíîì ïðèíÿòèè ðåøåíèé ñîâñåì íå îáÿçà-
òåëüíî îãðàíè÷èâàòüñÿ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî îäíîé ÷èñòîé
ñòðàòåãèè. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñìåñü ÷èñòûõ ñòðàòåãèé â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé λ = (λ1, ..., λn), îïðåäåëåííûì íà ìíîæåñòâå äåéñòâèé
(A,Po(A)),

∑n
i=1 λi = 1. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü î ñìå-

øàííîé ñòðàòåãèè, èëè ðàíäîìèçèðîâàííîì äåéñòâèè. Ïðè
ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ÷èñòûå ñòðàòåãèè èñïîëüçóþòñÿ ñ âåðî-
ÿòíîñòÿìè λ1, ..., λn. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñìåøàííûå ñòðà-
òåãèè îáðàçóþò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ, êàæäûé
ýëåìåíò êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì λ.
Ñîîòâåòñòâåííî ïîëåçíîñòü êàæäîé àëüòåðíàòèâû ïðè çàäàí-
íîì ñîñòîÿíèè ïðèðîäû ωj çàâèñèò îò λ è îïðåäåëÿåòñÿ êàê
u(λ, ωj) =

∑n
i=1 λiuij .

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñìåøàííàÿ ñòðà-
òåãèÿ λ = (λ1, ..., λn) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà îäíèì èç ñëå-
äóþùèõ ñïîñîáîâ [171].

1. Âåðîÿòíîñòíûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðèíèìàþ-
ùèé ðåøåíèå âûáèðàåò îäíó èç àëüòåðíàòèâ íå ïóòåì ÿâíîãî
óêàçàíèÿ, à ñëó÷àéíî, ïðè÷åì òàê ÷òî λi åñòü âåðîÿòíîñòü âû-
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Òàáëèöà 7.1. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè

Áûñòðûé Ñðåäíèé Íåèçìåííîå Ñïàä
ïîäúåì ïîäúåì ñîñòîÿíèå

Îáëèãàöèè 12 8 6 3

Àêöèè 15 7 3 -2

Äåïîçèò 7 7 7 7

áîðà àëüòåðíàòèâû ai.

2. Ôèçè÷åñêàÿ ñìåñü ñòðàòåãèé ïîëó÷àåòñÿ òîãäà, êîãäà
âîçìîæíî ¾ñìåøèâàíèå¿ àëüòåðíàòèâ (ýòà âîçìîæíîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ ôèçè÷åñêîé ïðèðîäîé àëüòåðíàòèâ). Â ýòîì ñëó-
÷àå âåêòîð (λ1, ..., λn) ñîîòâåòñòâóåò ôèçè÷åñêîé ñìåñè ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé, â êîòîðîé λi � äîëÿ i-õ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé.

3. Ñòàòèñòè÷åñêèé ñïîñîá ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ ìíîãîêðàòíî. Òîãäà i-ÿ
êîìïîíåíòà âåêòîðà λ óêàçûâàåò ÷àñòîòó èñïîëüçîâàíèÿ i-é
÷èñòîé ñòðàòåãèè.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîáõîäèìî âûáðàòü îäíî èç òðåõ (n = 3)
äåéñòâèé: êóïèòü îáëèãàöèè (a1), êóïèòü àêöèè ïðåäïðèÿòèÿ
(a2) èëè ïîëîæèòü äåíüãè â áàíê íà äåïîçèò (a3). Êàæäîå
èç äåéñòâèé çàâèñèò îò ÷åòûðåõ (m = 4) âîçìîæíûõ ñîñòî-
ÿíèé ïðèðîäû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ýêîíîìèêè â
òå÷åíèå îäíîãî ãîäà: áûñòðûé ïîäúåì ýêîíîìèêè (ω1), ñðåä-
íèé ïîäúåì ýêîíîìèêè (ω2), íåèçìåííîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè
(ω3), ñïàä ýêîíîìèêè (ω4). Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, õàðàêòåðèçó-
þùàÿ ñòàâêó äîõîäà â ïðîöåíòàõ îò âëîæåííîé ñóììû, ïðåä-
ñòàâëåíà â òàáë. 7.1.

Ðåøåíèå çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôàêòîðàìè: 1) òèïîì è îáúåìîì èí-
ôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû è 2) êðèòåðèåì îïòèìàëü-
íîñòè àëüòåðíàòèâû. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, êðèòåðèé îïòèìàëü-
íîñòè òàêæå çàâèñèò îò èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíè-
ÿõ ïðèðîäû. Ïîÿñíèì áîëåå äåòàëüíî, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ïîä ïîíÿòèåì èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû. Èíôîðìà-
öèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû îòðàæàåò ñòåïåíü óâåðåííîñòè â
òîì, êàêîå ñîñòîÿíèå áóäåò â äåéñòâèòåëüíîñòè èìåòü ìåñòî,
èëè ñòåïåíü óâåðåííîñòè, ÷òî îäíî ñîñòîÿíèå áîëåå âåðîÿò-
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íî ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèì. Â òî æå âðåìÿ, ìíîæåñòâî ñàìèõ
ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì. Èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ñó-
ùåñòâåííî âëèÿåò íà ðåøåíèå çàäà÷è. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ñ
óâåðåííîñòüþ 100% èçâåñòíî, ÷òî áóäåò èìåòü ìåñòî áûñòðûé
ïîäúåì ýêîíîìèêè, òî î÷åâèäíî, ÷òî ïîêóïêà àêöèé ïðåäïðèÿ-
òèÿ äàñò íàèáîëüøèé äîõîä. Ðàññìîòðåííàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé è ïðèâîäèò ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèé â óñëî-
âèÿõ ïîëíîé îïðåäåëåííîñòè. Äðóãèì êðàéíèì ñëó÷àåì ÿâëÿ-
åòñÿ îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðî-
äû. Â ýòîé ñèòóàöèè èìååò ìåñòî çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Êîíå÷íî, ýòî äîñòàòî÷íî ðåä-
êèé ñëó÷àé, òàê êàê îáû÷íî, èñõîäÿ èç ïðåäûäóùåãî îïûòà
èëè íàáëþäåíèé, à òàêæå òåêóùèõ òåíäåíöèé, ìîæíî ñ íåêî-
òîðîé âåðîÿòíîñòüþ ãîâîðèòü î áóäóùèõ ñîñòîÿíèÿõ. Îäíàêî
çíàíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé íå çíà÷èò, ÷òî, âûáðàâ îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå íà îñíîâå ýòîé èíôîðìàöèè, ïîëó÷àåì ìàê-
ñèìàëüíûé âûèãðûø, òàê êàê äàæå âûñîêàÿ âåðîÿòíîñòü ñî-
ñòîÿíèÿ íå îçíà÷àåò, ÷òî áóäåò ðåàëèçîâàíî èìåííî ýòî ñîñòîÿ-
íèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèíèìàÿ ðåøåíèå â äàííîé ñèòóàöèè,
ðèñê îøèáî÷íîãî äåéñòâèÿ âñå ðàâíî îñòàåòñÿ. Ïîýòîìó çàäà-
÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè òàêîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè âåäåò
ê ïîèñêó ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ ðèñêà. Â òî æå âðåìÿ, äàæå åñ-
ëè èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ ñîñòîÿíèé, ýòî ñîâñåì íå
îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû, è åñòü ñìûñë ðàññìàò-
ðèâàòü ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé. Èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíè-
ÿõ ïðèðîäû âîîáùå íåîáÿçàòåëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
â âèäå êàêèõ-ëèáî âåðîÿòíîñòåé. Íàïðèìåð, ýòî ìîãóò áûòü
ñðàâíèòåëüíûå îöåíêè ñîñòîÿíèé. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåâîç-
ìîæíî îïðåäåëèòü åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
äëÿ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû, èìååò ìåñòî çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû èíôîðìàöèè. Â ïðèíöèïå ïðèíÿòèå
ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ðèñêà. Îäíàêî
çäåñü ýòè êëàññû çàäà÷ ðàçäåëÿþòñÿ, òàê êàê èõ ðåøåíèÿ è
êðèòåðèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Êàæäàÿ çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èìååò ñâîé êðèòåðèé

îïòèìàëüíîñòè, ò.å. íåêîòîðîå ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ÷èñëåííî
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îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèå ïðåäïî÷òåíèÿ îäíîãî äåéñòâèÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê äðóãîìó. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè îïðåäåëÿåò óïî-
ðÿäî÷èâàíèå âñåõ àëüòåðíàòèâ (ìíîæåñòâà A) ïî ïðåäïî÷òå-
íèþ. Ïðè ýòîì, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, êðèòåðèé îïòèìàëüíî-
ñòè ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîïðîñû îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ èëè íàèëó÷øåé ñòðàòåãèè òîëüêî íà
îñíîâå èìåþùåéñÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ïðè-
ðîäû áåç óòî÷íåíèÿ çíàíèé î äåéñòâèòåëüíîì ñîñòîÿíèè ïðè-
ðîäû ïóòåì ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà.

7.2. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ
îïðåäåëåííîñòè

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ îïðåäåëåííîñòè õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ îäíîçíà÷íîé èëè äåòåðìèíèðîâàííîé ñâÿçüþ ìåæäó
ïðèíÿòûì ðåøåíèåì è åãî ðåçóëüòàòîì. Ýòî íàèáîëåå ïðîñòîé
êëàññ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîãäà ñîñòîÿíèå ïðèðîäû, êî-
òîðîå áóäåò îïðåäåëåííî èìåòü ìåñòî, èçâåñòíî çàðàíåå, ò.å.
äî âûïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ. ËÏÐ â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò âñåãäà
òî÷íî ïðåäñêàçàòü ïîñëåäñòâèÿ îò âûáîðà êàæäîãî äåéñòâèÿ.
Ýòî ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñâîäèòñÿ ê îä-
íîìó, ò.å. m = 1. Ïîýòîìó ëîãè÷íî ïîòðåáîâàòü îò ðàöèîíàëü-
íîãî ëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèå, âûáðàòü òî äåéñòâèå, êî-
òîðîå äàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè. Åñëè
â çàäà÷å ñ âëîæåíèåì äåíåã îïðåäåëåííî èçâåñòíî, ÷òî áóäåò
èìåòü ìåñòî áûñòðûé ïîäúåì ýêîíîìèêè, òî èç òðåõ àëüòåð-
íàòèâ ñ ïîëåçíîñòüþ 12, 15 è 7, âûáèðàåòñÿ òà, êîòîðàÿ ñî-
îòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ïîëåçíîñòè 15, ò.å. ïîêóïêà àêöèé
ïðåäïðèÿòèÿ.

7.3. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ
íåîïðåäåëåííîñòè

Â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøå-
íèå, íå ìîæåò ñêàçàòü ÷òî-ëèáî î âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèÿõ ïðè-
ðîäû, ò.å. àáñîëþòíî íåèçâåñòíî, êàêîå èç ñîñòîÿíèé áóäåò
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èìåòü ìåñòî. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íàèáîëåå ðàñïðî-
ñòðàíåííûìè êðèòåðèÿìè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ:

1) êðèòåðèé ðàâíîâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé (êðèòåðèé Ëàïëà-
ñà);

2) êðèòåðèé ìàêñèìèíà Âàëüäà;
3) êðèòåðèé ïåññèìèçìà�îïòèìèçìà Ãóðâèöà;
4) êðèòåðèé ìèíèìàêñà ñîæàëåíèé Ñýâèäæà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå êðèòåðèè ÿâëÿþòñÿ

äàëåêî íå åäèíñòâåííûìè äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâè-
ÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Îäíàêî îñòàëüíûå êðèòåðèè ÿâëÿþòñÿ
â îñíîâíîì êîìáèíàöèåé ýòèõ êðèòåðèåâ.

7.3.1. Êðèòåðèé ðàâíîâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé

Êðèòåðèé ðàâíîâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé îñíîâàí íà ïðåäïî-
ëîæåíèè Ëàïëàñà, ñîãëàñíî êîòîðîìó, åñëè âåðîÿòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé àáñîëþòíî íåèçâåñòíû, òî îíè ïðåäïîëàãàþòñÿ áûòü
ðàâíûìè. Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ, äåéñòâèå ak ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì, åñëè

m∑
j=1

ukj = max
i=1,...,n

m∑
j=1

uij ,

ò.å. âûáèðàåòñÿ òî äåéñòâèå, ñóììà çíà÷åíèé ïîëåçíîñòè êî-
òîðîãî ïî âñåì ñîñòîÿíèÿì ïðèðîäû ìàêñèìàëüíà.

Â çàäà÷å ñ âëîæåíèåì äåíåã äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ñóììàðíûå ïîëåçíîñòè:

a1 : 12 + 8 + 6 + 3 = 29,
a2 : 15 + 7 + 3− 2 = 23,
a3 : 7 + 7 + 7 + 7 = 28.

Ïåðâîå äåéñòâèå äàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñóììàðíîé ïî-
ëåçíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

7.3.2. Êðèòåðèé ìàêñèìèíà Âàëüäà

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ìàêñèìèíà, äëÿ êàæäîé ñòðîêè (äëÿ
êàæäîãî äåéñòâèÿ) ìàòðèöû çíà÷åíèé ïîëåçíîñòè îïðåäåëÿåò-
ñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëåçíîñòè. Äàëåå èç âñåõ äåéñòâèé
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âûáèðàåòñÿ òàêîå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó èç
ïîëó÷åííûõ ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé, ò.å. äåéñòâèå ak ÿâëÿåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè

min
j=1,...,m

ukj = max
i=1,...,n

min
j=1,...,m

uij .

Îáîçíà÷èì uk = mini=1,...,m uki. Òîãäà, âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷å
ñ âëîæåíèåì äåíåã, ìîæíî âû÷èñëèòü:

u1 = min(12, 8, 6, 3) = 3,
u2 = min(15, 7, 3,−2) = −2,
u3 = min(7, 7, 7, 7) = 7.

Îòñþäà max(u1,u2,u3) = max(3,−2, 7) = 7, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
òðåòüåìó äåéñòâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå äåéñòâèå �
ýòî ïîëîæèòü äåíüãè â áàíê íà äåïîçèò.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðèòåðèé ìàêñèìèíà ÿâëÿåòñÿ ïå-
ðåñòðàõîâî÷íûì, ïîñêîëüêó ïðèðîäà íå ìîæåò áûòü ñîçíà-
òåëüíûì ïðîòèâíèêîì. Ïî êðèòåðèþ Âàëüäà âûáèðàþò ñòðà-
òåãèþ, êîòîðàÿ äàåò ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø ïðè íàèõóä-
øåì âàðèàíòå ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû. Ëîãè÷åñêàÿ îñíîâà êðèòå-
ðèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èç âñåõ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ïðè-
ðîäû âûáèðàåòñÿ �íàèõóäøåå� äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïîëåçíîñòè. ËÏÐ íå ìîæåò ñòîëêíóòüñÿ ñ áîëåå
õóäøèì ðåçóëüòàòîì, ÷åì òîò, íà êîòîðûé îí îðèåíòèðóåò-
ñÿ. Êðèòåðèé ìàêñèìèíà èñïîëüçóåòñÿ êðàéíèì ïåññèìèñòîì,
íå æåëàþùèì èäòè íè íà êàêîé ðèñê. Ïîýòîìó ýòîò êðèòåðèé
èíîãäà íàçûâàþò êðèòåðèåì êðàéíåãî ïåññèìèçìà.

7.3.3. Êðèòåðèé ïåññèìèçìà�îïòèìèçìà Ãóðâèöà

Êðèòåðèé Ãóðâèöà ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå êîìïðî-
ìèññíûì êðèòåðèåì è èñïîëüçóåò ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îï-
òèìèñòè÷åñêîãî è ïåññèìèñòè÷åñêîãî ïîäõîäîâ. Ïóñòü

uk = max
i=1,...,m

uki, uk = min
i=1,...,m

uki.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ãóðâèöà, äåéñòâèå ak ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íûì, åñëè

α · uk + (1− α) · uk = max
i=1,...,n

{α · ui + (1− α) · ui} .
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Çäåñü α ∈ [0, 1] � êîýôôèöèåíò, èëè ïàðàìåòð, ïåññèìèçìà.
Êðèòåðèé Ãóðâèöà îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ äâóõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ: ïðèðîäà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñàìîì íåâûãîäíîì ñîñòî-
ÿíèè ñ âåðîÿòíîñòüþ α è â ñàìîì âûãîäíîì � ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− α. Çàìåòèì, ÷òî åñëè α = 1, òî êðèòåðèé Ãóðâèöà ñâîäèò-
ñÿ ê êðèòåðèþ ìàêñèìèíà. Åñëè α = 0, òî êðèòåðèé Ãóðâèöà
ñâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó êðèòåðèþ ìàêñèìàêñà. Âûáîð êî-
ýôôèöèåíòà α ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ËÏÐ.

Åñëè â çàäà÷å ñ âëîæåíèåì äåíåã èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé
Ãóðâèöà ñ α = 0.5, òî

u1 = max(12, 8, 6, 3) = 12,
u2 = max(15, 7, 3,−2) = 15,
u3 = max(7, 7, 7, 7) = 7.

Çíà÷åíèÿ u1,u2,u3 óæå áûëè ïîëó÷åíû ïðè ðàññìîòðåíèè
êðèòåðèÿ ìàêñèìèíà Âàëüäà. Òîãäà

0.5 · u1 + 0.5 · u1 = 7.5,

0.5 · u2 + 0.5 · u2 = 6.5,

0.5 · u3 + 0.5 · u3 = 7.

Îòñþäà îïòèìàëüíîå äåéñòâèå � ýòî ïîêóïêà îáëèãàöèé (a1),
òàê êàê ýòî äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
âûðàæåíèÿ 0.5 · ui + 0.5 · ui.

Êðèòåðèé Ãóðâèöà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãèáêèì çà ñ÷åò
âîçìîæíîñòè èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà α.

7.3.4. Êðèòåðèé ìèíèìàêñà ñîæàëåíèé Ñýâèäæà

Ñîæàëåíèå â òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé � ýòî ïîòåðè â ðå-
çóëüòàòå óïóùåííûõ âîçìîæíîñòåé. Ïóñòü ïðèðîäà íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè ωi. Ìåðà ñîæàëåíèÿ äëÿ k-ãî äåéñòâèÿ è j-ãî ñî-
ñòîÿíèÿ ïðèðîäû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü

∆ukj = max
i=1,...,n

uij − ukj .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìåðà ñîæàëåíèÿ ∆ukj îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ðàçíîñòü ìåæäó ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì â ñòîëáöå ìàòðèöû
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Òàáëèöà 7.2. Ìàòðèöà ñîæàëåíèé

Áûñòðûé Ñðåäíèé Íåèçìåííîå Ñïàä
ïîäúåì ïîäúåì ñîñòîÿíèå

Îáëèãàöèè 3 0 1 4

Àêöèè 0 1 4 9

Äåïîçèò 8 1 0 0

ïîëåçíîñòè è ñàìèì çíà÷åíèåì ïîëåçíîñòè ukj â ýòîì ñòîëá-
öå. Îíà îçíà÷àåò ìàêñèìàëüíûé äîïîëíèòåëüíûé âûèãðûø,
êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ, åñëè äëÿ j-ãî ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû âìå-
ñòî k-ãî äåéñòâèÿ âûáðàòü îïòèìàëüíîå äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ
äåéñòâèå. Çàìåòèì, ÷òî ìåðà ñîæàëåíèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíà.
Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ìèíèìàêñà ñîæàëåíèé Ñýâèäæà, äåéñòâèå
ak ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè

max
j=1,...,m

∆ukj = min
i=1,...,n

max
j=1,...,m

∆uij .

Ôàêòè÷åñêè äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ êðèòå-
ðèé ìèíèìàêñà (ìèíèìóì èç ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé), íî íå
äëÿ ìàòðèöû ïîëåçíîñòè, à äëÿ ìàòðèöû ñîæàëåíèé.

Èñïîëüçóåì äàííûé êðèòåðèé â çàäà÷å ñ âëîæåíèåì äåíåã.
Ìàòðèöà ñîæàëåíèé ïîêàçàíà â òàáë. 7.2.

Îáîçíà÷èâ Qi = maxj=1,...,m ∆uij , ìîæíî çàïèñàòü:

Q1 = max{3, 0, 1, 4} = 4,

Q2 = max{0, 1, 4, 9} = 9,

Q3 = max{8, 1, 0, 0} = 8.

Îòñþäà min(Q1, Q2, Q3) = min(4, 9, 8) = 4, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ïåðâîìó äåéñòâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå äåéñòâèå �
ýòî ïîêóïêà îáëèãàöèé (a1).

7.4. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ðèñêà

Ñèòóàöèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ðèñêà âîçíèêàåò
â ñëó÷àÿõ, êîãäà èçâåñòíû àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû, ò.å. èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè

π(ω1), ..., π(ωm),
m∑
i=1

π(ωi) = 1.
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Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî íà îñíîâå ñòà-
òèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñîñòîÿíèé ïðèðîäû èëè èõ ñóáúåêòèâ-
íîãî îïèñàíèÿ. Íàïðèìåð, èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ
îá ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè è îñíîâíûõ òåíäåíöèÿõ åå èçìå-
íåíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü ïðîãíîç îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ýêî-
íîìèêè íà îïðåäåëåííûé ïåðèîä. Òàê, ðàññìàòðèâàÿ òðè ñî-
ñòîÿíèÿ: íèçêèé ñïðîñ íà ïðîäóêöèþ ïðåäïðèÿòèÿ, ñðåäíèé
ñïðîñ, âûñîêèé ñïðîñ, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ó÷èòûâàÿ ðàç-
ëè÷íûå ôàêòîðû ñïðîñà, ÷òî øàíñû èìåòü íèçêèé ñïðîñ ïðè-
ìåðíî ðàâíû 10%, øàíñû èìåòü ñðåäíèé ñïðîñ � îêîëî 60% è
øàíñû èìåòü âûñîêèé ñïðîñ ðàâíû 100− 10− 60 = 30%.

Âåðîÿòíîñòè êîìáèíèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé âû÷èñëÿþòñÿ
êàê ïðîèçâåäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ èñõîäíûõ
ñîñòîÿíèé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè êîìáè-
íèðîâàííûõ ôàêòîðîâ.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð
Ω = [a, b], àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèé çàìåíÿåòñÿ
ïëîòíîñòüþ π, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ω è óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ∫

Ω
π(x)dx = 1.

Ñóùåñòâóåò ðÿä êðèòåðèåâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íàëè-
÷èè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Ê íàèáîëåå èçâåñòíûì
îòíîñÿòñÿ: êðèòåðèé ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè; êðè-
òåðèé Õîäæà�Ëåìàíà; êðèòåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ïðèðîäû; êðèòåðèé ìèíèìóìà îæèäàåìûõ ñîæàëåíèé.

7.4.1. Êðèòåðèé ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè

Ýòî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé êðèòåðèé, ñîãëàñíî êîòî-
ðîìó îïòèìàëüíîå äåéñòâèå èìååò ìàêñèìàëüíóþ îæèäàåìóþ
ïîëåçíîñòü. Îáîçíà÷èì âåêòîð çíà÷åíèé ïîëåçíîñòè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ k-ìó äåéñòâèþ, uk = (uk1, ..., ukm). Îæèäàåìàÿ ïî-
ëåçíîñòü k-ãî äåéñòâèÿ åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïîëåç-
íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó äåéñòâèþ, ò.å.

Eπuk =
m∑
j=1

ukj · π(ωj).
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðèðîäû
áåñêîíå÷íî è èçâåñòíà ïëîòíîñòü π, òî îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü
k-îãî äåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Eπuk =
∫
ω
uk(x) · π(x)dx.

Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Äåéñòâèå ak ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáî-
ãî i 6= k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Eπuk ≥ Eπui èëè óñëîâèå
Eπuk = maxi=1,...,n Eπui.

Ðàññìîòðèì ñíîâà ïðèìåð ñ âëîæåíèåì äåíåã, ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.4 áóäåò ïðîèñõîäèòü áûñòðûé ðîñò
ýêîíîìèêè, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2 áóäåò ñðåäíèé ðîñò, ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0.3 áóäåò íåèçìåííîå ñîñòîÿíèå è ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1 áó-
äåò ñïàä, ò.å. π(ω1) = 0.4, π(ω2) = 0.2, π(ω3) = 0.3, π(ω4) = 0.1.
Òîãäà îæèäàåìûå ïîëåçíîñòè àëüòåðíàòèâ âû÷èñëÿþòñÿ êàê

Eπu1 = 12 · 0.4 + 8 · 0.2 + 6 · 0.3 + 3 · 0.1 = 8.5,

Eπu2 = 15 · 0.4 + 7 · 0.2 + 3 · 0.3− 2 · 0.1 = 8.1,

Eπu3 = 7 · 0.4 + 7 · 0.2 + 7 · 0.3 + 7 · 0.1 = 7.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè � Eπu1 = 8.5.
Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå äåéñòâèå � ýòî ïîêóïêà îáëèãà-
öèé (a1).

Òàê êàê êðèòåðèé ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ è ðàñïðîñòðàíåííûõ, ðàññìîò-
ðèì èñïîëüçîâàíèå ýòîãî êðèòåðèÿ ïðè îïðåäåëåíèè ñìåøàí-
íîé ñòðàòåãèè, èëè ðàíäîìèçèðîâàííîãî äåéñòâèÿ, ò.å. çàäà÷à
çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé λ∗ = (λ∗1, ..., λ

∗
n) íà ìíîæåñòâå äåéñòâèé A, ïðè êîòîðîì

îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü

Eπu(λ∗) =
m∑
j=1

u(λ∗, ωj)π(ωj) =
m∑
j=1

(
n∑
i=1

λ∗iuij

)
π(ωj)

áûëà áû ìàêñèìàëüíîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñòðàòåãèÿ λ∗ ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé λ âûïîëíÿåò-
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ñÿ íåðàâåíñòâî Eπu(λ∗) ≥ Eπu(λ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè λ∗ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

m∑
j=1

(
n∑
i=1

λiuij

)
π(ωj)→ max

λ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, ..., n.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà-
÷è � ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ, ò.å. λi ∈ {0, 1}. Äåéñòâèòåëüíî, ìíî-
æåñòâî ðàñïðåäåëåíèé λ îáðàçóåò n-ìåðíûé ñèìïëåêñ âåðî-
ÿòíîñòåé, à îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êðàéíèìè òî÷êàìè ìíîæåñòâà äîïó-
ñòèìûõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó îïòèìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì λ∗

ÿâëÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ (êðàéíèå òî÷êè):

(1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0), ..., (0, 0, ..., 1).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé
ñòðàòåãèè ñâîäèòñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîé çàäà÷å ìàêñèìèçà-
öèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, ò.å. ê ïîèñêó îïòèìàëüíîé ÷èñòîé
ñòðàòåãèè. Â òî æå âðåìÿ, åñëè ðàñøèðèòü çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé, íàëîæèâ íà ðàñïðåäåëåíèå λ äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ, íàïðèìåð λi ≥ λk äëÿ íåêîòîðûõ i è k, òî ñìåøàííàÿ
ñòðàòåãèÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ÷èñòîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðèìåðå ñ âëîæåíèåì äåíåã èñïîëü-
çóåòñÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ, íî ñ óñëîâèåì, ÷òî âëîæåíèÿ â
àêöèè áóäóò îñóùåñòâëÿòüñÿ ÷àùå, ÷åì â îáëèãàöèè. Òîãäà
ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ðàñïðåäåëåíèå λ
â âèäå íåðàâåíñòâà λ1 ≤ λ2. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:

Eπu(λ) = 0.4(12λ1 + 15λ2 + 7λ3) + 0.2(8λ1 + 7λ2 + 7λ3)+
+0.3(6λ1 + 3λ2 + 7λ3) + 0.1(3λ1 − 2λ2 + 7λ3)→ max

λ
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ1 + λ2 + λ3 = 1 è λ1 ≤ λ2.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå: λ∗1 = 0.5, λ∗2 = 0.5, λ∗3 = 0. Ïðè ýòîì
ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî Eπu(λ∗) = 8.3, ÷òî ìåíüøå, ÷åì Eπu1 =
8.5. Îäíàêî ââåäåííîå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íå ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü a1 â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ.

7.4.2. Êðèòåðèé Õîäæà�Ëåìàíà

Êðèòåðèé Õîäæà�Ëåìàíà áàçèðóåòñÿ îäíîâðåìåííî íà
êðèòåðèÿõ ìàêñèìèíà Âàëüäà è ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè [48]. Îáîçíà÷èì

Eπuk =
m∑
j=1

ukj · π(ωj), uk = min
j=1,...,m

ukj = uk.

Òîãäà äåéñòâèå ak ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè

α · uk + (1− α) · Eπuk = max
i=1,...,n

{α · ui + (1− α) · Eπui} .

Çäåñü α ∈ [0, 1] � êîýôôèöèåíò, èëè ïàðàìåòð, ïåññèìèçìà.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè α = 1, òî êðèòåðèé Õîäæà�Ëåìàíà ñâîäèò-
ñÿ ê êðèòåðèþ ìàêñèìèíà. Åñëè α = 0, òî êðèòåðèé Õîäæà�
Ëåìàíà ñâîäèòñÿ ê êðèòåðèþ ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíî-
ñòè.

Åñëè â çàäà÷å ñ âëîæåíèåì äåíåã ïðèìåíÿòü êðèòåðèé
Õîäæà�Ëåìàíà ñ α = 0.5, òî, èñïîëüçóÿ óæå ðàíåå ïîëó÷åí-
íûå çíà÷åíèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè (ñì. ïàðàãðàô 7.4.1) è
çíà÷åíèÿ uk (ñì. ïàðàãðàô 7.3.2), ïîëó÷àåì:

0.5 · u1 + 0.5 · Eπu1 = 0.5 · 3 + 0.5 · 8.5 = 5.75,

0.5 · u2 + 0.5 · Eπu2 = 0.5 · (−2) + 0.5 · 8.1 = 3.05,

0.5 · u3 + 0.5 · Eπu3 = 0.5 · 7 + 0.5 · 7 = 7.

Îòñþäà îïòèìàëüíîå äåéñòâèå � ýòî ïîëîæèòü äåíüãè â
áàíê íà äåïîçèò (a3), òàê êàê ýòî äåéñòâèå ñîîòâåòñòâóåò ìàê-
ñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ âåëè÷èíû 0.5 · ui + 0.5 · Eπui.
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7.4.3. Êðèòåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîñòîÿíèÿ
ïðèðîäû

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñîñòîÿíèÿ, âûáè-
ðàåòñÿ ñîñòîÿíèå ïðèðîäû, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ìàêñèìàëü-
íà, è äàëåå çàäà÷à ðåøàåòñÿ â óñëîâèÿõ ïîëíîé îïðåäåëåí-
íîñòè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îáÿçàòåëüíî áóäåò èìåòü ìåñòî
âûáðàííîå ñîñòîÿíèå. Îïòèìàëüíûì ñ÷èòàåòñÿ äåéñòâèå, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ïîëåçíîñòè äëÿ âû-
áðàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ïðèìåðå ñ âëîæåíèåì äåíåã ìàêñèìàëü-
íóþ âåðîÿòíîñòü π(ω1) = 0.4 èìååò ñîñòîÿíèå áûñòðîãî ðîñòà
ýêîíîìèêè. Äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ïîêóïêà àêöèé èìååò íàè-
áîëüøóþ ïîëåçíîñòü (15). Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå äåé-
ñòâèå � ïîêóïêà àêöèé (a2).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðèòåðèé íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ïðèðîäû èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî è â îñíîâíîì
ïðè ñóùåñòâåííîì ðàçëè÷èè ìåæäó ìàêñèìàëüíîé âåðîÿòíî-
ñòüþ è îñòàëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè ñîñòîÿíèé ïðèðîäû.

7.4.4. Êðèòåðèé ìèíèìóìà îæèäàåìûõ ñîæàëåíèé

Êðèòåðèé ìèíèìóìà îæèäàåìûõ ñîæàëåíèé ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì êðèòåðèÿ ìèíèìàêñà ñîæàëåíèé Ñýâèäæà, èñ-
ïîëüçóåìîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëî-
âèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ñîãëàñíî äàííîìó êðèòåðèþ, âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ìàòðèöà ñîæàëåíèé è çàòåì äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ îæèäàåìîå ñîæàëåíèå êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå ôóíêöèè ñîæàëåíèé. Îïòèìàëüíîå äåéñòâèå ñîîòâåò-
ñòâóåò ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ îæèäàåìîãî ñîæàëåíèÿ. Îáî-
çíà÷èì âåêòîð ñîæàëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ k-ìó äåéñòâèþ,
∆uk = (∆uk1, ...,∆ukm). Îæèäàåìîå ñîæàëåíèå äëÿ k-ãî äåé-
ñòâèÿ ðàâíî

Eπ∆uk =
m∑
j=1

∆ukj · π(ωj).

Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Äåéñòâèå ak ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
i 6= k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Eπ∆uk ≤ Eπ∆ui èëè óñëîâèå
Eπ∆uk = mini=1,...,n Eπ∆ui.
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Èñïîëüçóåì äàííûé êðèòåðèé â çàäà÷å ñ âëîæåíèåì äåíåã.
Îæèäàåìûå ñîæàëåíèÿ (ñì. ìàòðèöó ñîæàëåíèé â îïèñàíèè
êðèòåðèÿ ìèíèìàêñà ñîæàëåíèé Ñýâèäæà) èìåþò âèä:

Eπ∆u1 = 3 · 0.4 + 0 · 0.2 + 1 · 0.3 + 4 · 0.1 = 1.9,

Eπ∆u2 = 0 · 0.4 + 1 · 0.2 + 4 · 0.3 + 9 · 0.1 = 2.3,

Eπ∆u3 = 8 · 0.4 + 1 · 0.2 + 0 · 0.3 + 0 · 0.1 = 3.4.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îæèäàåìîãî ñîæàëåíèÿ ðàâíî
Eπ∆u1 = 1.9. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå äåéñòâèå �
ïîêóïêà îáëèãàöèé (a1).

7.5. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè è
ïñèõîëîãè÷åñêèå àñïåêòû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Âåðíåìñÿ ê êðèòåðèþ ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè,
òàê êàê îí èìååò íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ìàòðèöà (òàáëèöà) ïîëåçíîñòè, ðàñ-
ñìîòðåííàÿ â ïðèìåðàõ, ñîäåðæèò ïîëåçíîñòè (äîõîäû), âû-
ðàæåííûå â òåðìèíàõ äåíåã. Îäíàêî îæèäàåìûå äåíåæíûå
çíà÷åíèÿ íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèì êðèòåðèåì â çàäà-
÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Çíà÷åíèå äåíåã èçìåíÿåòñÿ â ðàçëè÷-
íûõ ñèòóàöèÿõ è äëÿ ðàçëè÷íûõ ëèö, ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèå.
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî çíà÷åíèå èëè ïîëåçíîñòü äåíåã íå
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò êîëè÷åñòâà äåíåã. Ëþäè îñó-
ùåñòâëÿþò ñòðàõîâûå âûïëàòû äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü âîç-
ìîæíîñòè ôèíàíñîâûõ ïîòåðü â ðåçóëüòàòå íåæåëàòåëüíûõ
ñîáûòèé. Â òî æå âðåìÿ, åñëè ïîòåðè â áóäóùåì ìîãóò îêà-
çàòüñÿ îòíîñèòåëüíî áîëüøèìè, ÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàåò îñóùå-
ñòâèòü ñòðàõîâûå âûïëàòû. Åñëè ñóáúåêò ñ÷èòàåò, ÷òî ïîòåðè
áóäóò íåçíà÷èòåëüíûìè èëè ìàëîâåðîÿòíûìè, òî øàíñ ïðè-
îáðåòåíèÿ èì ñòðàõîâêè ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ.

Ñóáúåêòû ðàçëè÷àþòñÿ â èõ îòíîøåíèè ê ðèñêó, è ýòè ðàç-
ëè÷èÿ âëèÿþò íà èõ âûáîð. Ïîýòîìó îæèäàåìûé äåíåæíûé
äîõîä êàê ìåðà äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæåò áûòü íåïðèåì-
ëåìûì ïî ðÿäó ïðè÷èí, îäíîé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
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÷òî îæèäàåìûå äåíåæíûå çíà÷åíèÿ ìîãóò íå ñîâñåì àäåê-
âàòíî îòðàæàòü íåæåëàíèå ðèñêîâàòü. Íàïðèìåð, ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èìååòñÿ âûáîð ìåæäó ïîëó÷åíèåì 10$ áåç êàêèõ-
ëèáî óñëîâèé êàê ãàðàíòèðîâàííûé äîõîä èëè çà ó÷àñòèå â
èãðå. Ðåçóëüòàò èãðû çàâèñèò îò ïîäáðàñûâàíèÿ ñèììåòðè÷-
íîé ìîíåòû. Åñëè âûïàäàåò îðåë, òî èãðîê ïîëó÷àåò 1000$.
Îäíàêî, åñëè âûïàäàåò ðåøêà, èãðîê òåðÿåò 950$. Ïåðâàÿ àëü-
òåðíàòèâà èìååò îæèäàåìîå âîçíàãðàæäåíèå 10$, âòîðàÿ �
0.5 ·1000+0.5 · (−950) = 25$. Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîé âûáîð áûë
áû áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, åñëè áû êðèòåðèåì áûëî áû îæè-
äàåìîå äåíåæíîå âîçíàãðàæäåíèå. Â òî æå âðåìÿ ñóáúåêò ìî-
æåò ïðåäïî÷åñòü ãàðàíòèðîâàííûå 10$, ÷òîáû èçáåæàòü ðèñêà
ïîòåðè 950$. Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïîêóïêà ëîòåðåéíûõ
áèëåòîâ. Ëþäè çà÷àñòóþ ïîêóïàþò íå çàäóìûâàÿñü áèëåò çà
1$. Â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíî íàéòè êîãî-ëèáî, êòî
êóïèò ëîòåðåéíûé áèëåò çà 10000$ ïðè òîì æå îæèäàåìîì
âûèãðûøå.

Ðàññìîòðèì èçâåñòíûé Ñàíêò�Ïåòåðáóðãñêèé ïàðàäîêñ
Áåðíóëëè. Ïàðàäîêñ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñèììåòðè÷íóþ ìî-
íåòó, âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ îðëà è ðåøêè êîòîðîé ðàâíû
1/2, áðîñàþò äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîÿâèòñÿ îðåë. Èãðîê ïî-
ëó÷àåò 2m$, åñëè ïåðâîå âûïàäåíèå îðëà ïðîèçîéäåò íà m-ì
èñïûòàíèè. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà âåðîÿòíîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî âûïàäåíèÿ ðåøåê â ïåðâûõ n−1 èñïûòàíèÿõ
è ïîÿâëåíèÿ îðëà íà m-ì èñïûòàíèè, êîòîðàÿ ðàâíà (1/2)m.
Òàêèì îáðàçîì, èãðîê ìîæåò ïîëó÷èòü 2$ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2,
4$ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4, 8$ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/8 è ò.ä. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñðåäíåå (îæèäàåìîå) çíà÷åíèå âûèãðûøà ðàâíî

2 · 1/2 + 4 · 1/4 + ... = 1 + 1 + ...,

è ýòà ñóììà áåñêîíå÷íà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çà ó÷àñòèå â èã-
ðå ìîæíî çàïëàòèòü êàêóþ óãîäíî ñóììó. Îäíàêî íèêòî íå
áóäåò â ýòîì ñëó÷àå ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñðåäíèì äåíåæíûì
âûèãðûøåì. Áåðíóëëè ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü íå äåíåæ-
íóþ ñòîèìîñòü èñõîäîâ, à èõ çíà÷èìîñòü äëÿ èãðàþùåãî èëè
�âíóòðåííþþ� ñòîèìîñòü äåíåã. Ðàçóìíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
äëÿ ìíîãèõ ñóáúåêòîâ �âíóòðåííÿÿ� ñòîèìîñòü äåíåã óâåëè-
÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ñóììû äåíåã, íî â ìåíüøåé ñòåïåíè. Òàêîé
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ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ëîãàðèôì. Òàê, åñëè ïîëåç-
íîñòü n$ ðàâíà lg n, òî îæèäàåìîå çíà÷åíèå ïîëåçíîñòè èãðû
ðàâíî 1/2 · lg 2 + 1/4 · lg 4 + ..., ÷òî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì.

Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé âêëþ÷àåò ñðåäè ïðî÷èõ ïñè-
õîëîãè÷åñêèå è ýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû, è êîíöåïöèÿ ïîëåç-
íîñòè � ýòî ïîïûòêà èçìåðèòü ïîëåçíîñòü äåíåã äëÿ ËÏÐ è
îáúÿñíèòü âîçíèêàþùèå ïðîòèâîðå÷èÿ è ïàðàäîêñû ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèíÿòü îñîçíàííîå ðåøå-
íèå, ó÷èòûâàþùåå îòíîøåíèå ËÏÐ ê ðèñêó, íåîáõîäèìî ïðå-
îáðàçîâàòü ôóíêöèþ èëè ìàòðèöó äîõîäîâ â ôóíêöèþ èëè
ìàòðèöó ïîëåçíîñòè. Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê èçìåðèòü ôóíê-
öèþ ïîëåçíîñòè äëÿ êîíêðåòíîãî ËÏÐ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îòíîñè-
òåëüíî èíâåñòèöèé. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì, ÷òî îçíà÷àåò ïî-
ëåçíîñòü, ñêàæåì u11 = 12. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñîîòâåòñòâèè
ñî ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

a. Íàçíà÷èì 100 åäèíèö ïîëåçíîñòè è íîëü åäèíèö ïîëåç-
íîñòè ñîîòâåòñòâåííî íàèáîëüøåìó è íàèìåíüøåìó äîõîäàì,
âûðàæåííûì â $, â òàáëèöå äîõîäîâ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
÷èñëîâîãî ïðèìåðà, íàçíà÷àåòñÿ 100 åäèíèö çíà÷åíèþ 15, è 0
� çíà÷åíèþ −2.

b. Ïîïðîñèì ËÏÐ âûáðàòü ìåæäó ñëåäóþùèìè ñöåíàðèÿ-
ìè:

b.1. Ïðîñòî ïîëó÷èòü 12$ êàê ãàðàíòèðîâàííûé äîõîä

èëè

b.2. Ó÷àñòâîâàòü â ñëåäóþùåé èãðå: âûèãðàòü 15$ ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ π èëè âûèãðàòü 2$ ñ âåðîÿòíîñòüþ (1 − π), ãäå π �
íåêîòîðîå ÷èñëî îò 0 äî 1.

Èçìåíÿÿ çíà÷åíèå π è ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íûé âîïðîñ, íàé-
äåòñÿ çíà÷åíèå π, ïðè êîòîðîì ËÏÐ íå ìîæåò âûáðàòü èç äâóõ
ñöåíàðèåâ îäèí èç-çà èõ �îäèíàêîâîñòè� ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ.
Ñêàæåì π = 0.58.

c. Òåïåðü ïîëåçíîñòü 12$ ðàâíà 0.58 ·100+(1−0.58) ·0 = 58.
d. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ òàáëèöû

äîõîäîâ, ïîëó÷èì ìàòðèöó ïîëåçíîñòè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ïðîöåäóðà àíàëîãè÷íà
óæå ðàññìîòðåííîìó îïðåäåëåíèþ ñóáúåêòèâíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé.
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Ðèñ. 7.1. Òèïîâûå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîëåçíîñòè îò äîõîäà

Ôîðìàëüíî ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ïîëåçíîñòü u åñòü
ôóíêöèÿ äîõîäà w, ò.å. u = u(w). Ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ
ËÏÐ ê çíà÷èìîñòè äåíåã ìîæíî âûäåëèòü òðè òèïà ïîâåäå-
íèÿ:

1. ËÏÐ ãîòîâ èäòè íà ðèñê. Îáû÷íî ãîâîðÿò: èùóùèå ðèñê.
Î÷åâèäíî, ÷òî íåêîòîðûå ëþäè â áîëüøåé ñòåïåíè ãîòîâû èä-
òè íà ðèñê, ÷åì äðóãèå: ÷åì áîëüøå âîçíàãðàæäåíèå çà ðèñê,
òåì áîëüøå ãîòîâíîñòü èäòè íà íåãî. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïî-
ëåçíîñòè îò âåëè÷èíû äîõîäà (u = u(w)) � âûïóêëàÿ ëèíèÿ.

2. ËÏÐ ãîòîâ èçáåæàòü ðèñêà. Îáû÷íî ãîâîðÿò: íåðàñïî-
ëîæåííûå ðèñêîâàòü. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîëåçíîñòè îò âå-
ëè÷èíû äîõîäà � âîãíóòàÿ ëèíèÿ.

3. ËÏÐ íå îòíîñèòñÿ íè ê ïåðâîé, íè êî âòîðîé ãðóïïå.
Îáû÷íî ãîâîðÿò: íåéòðàëüíûå ê ðèñêó. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè
ïîëåçíîñòè îò âåëè÷èíû äîõîäà � ïðÿìàÿ ëèíèÿ.

Òèïîâûå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîëåçíîñòè îò äîõîäà äëÿ
âñåõ ðàññìîòðåííûõ âèäîâ îòíîøåíèé ê ðèñêó ïîêàçàíû íà
ðèñ. 7.1.

Íà ïðèíÿòèå ðåøåíèé òàêæå îêàçûâàþò çíà÷èòåëüíîå âëè-
ÿíèå öåëûé ðÿä ïñèõîëîãè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, äîñòàòî÷íî ïî-
äðîáíîå îïèñàíèå êîòîðûõ ïðèâåäåíî â ðàáîòå Ìîñêâèíà [165].
Îäíèì èç òàêèõ ôàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íåïðèÿòèå íåîïðåäåëåí-

íîñòè.

Ìû ñêëîííû âåðèòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìîé ñîñòàâëÿþùåé ðàöèîíàëüíîãî ïðîöåññà ïðèíÿòèÿ ðåøå-
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íèé è ÷òî ÷åì áîëüøå èíôîðìàöèè, òåì ëåã÷å âûñòðàèâàòü
ïîâåäåíèå â óñëîâèÿõ ðèñêà. Ýëëñáåðã â 1961 ã. îïóáëèêîâàë
ñòàòüþ [31], â êîòîðîé ââåë ïîíÿòèå �íåïðèÿòèå íåîïðåäåëåí-
íîñòè�. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî ëþäè ïðåäïî÷èòàþò ðèñê ñ èçâåñò-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè èñõîäîâ ðèñêó ñ íåèçâåñòíûìè âåðîÿò-
íîñòÿìè. Ýëëñáåðã ïðåäëàãàë íåñêîëüêèì ãðóïïàì ëþäåé ñòà-
âèòü íà öâåò øàðà, äîñòàâàåìîãî èç óðíû. Â äâóõ óðíàõ, ïî 100
øàðîâ â êàæäîé, áûëè øàðû êðàñíîãî è ÷åðíîãî öâåòà. Â ïåð-
âîé óðíå èõ áûëî ïî 50 øòóê êàæäîãî öâåòà, à ðàñïðåäåëåíèå
âî âòîðîé óðíå îñòàâàëîñü íåèçâåñòíûì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïî-
ñòóëàòîì Ëàïëàñà ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñëåäîâàëî áû ïðèçíàòü
òàêèì æå, ïîñêîëüêó íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé äëÿ èíîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ðåñïîíäåíòîâ òÿíóëè øàðû
èç ïåðâîé óðíû.

Òâåðñêè è åãî êîëëåãà Ôîêñ [35] áîëåå äåòàëüíî èññëåäîâà-
ëè íåïðèÿòèå íåîïðåäåëåííîñòè è ïðèøëè ê âûâîäó, ÷òî äå-
ëî îáñòîèò çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, ÷åì ïðåäïîëàãàë Ýëëñáåðã.
Îíè ïðîâåëè ñåðèþ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òîáû îïðåäåëèòü, âñåãäà
ëè èëè òîëüêî â ñëó÷àéíûõ èãðàõ ëþäè ïðåäïî÷èòàþò èìåòü
äåëî ñêîðåå ñ èçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè, ÷åì ñ íåèçâåñòíûìè.
Îòâåò îêàçàëñÿ ÿñíûì è óáåäèòåëüíûì: ëþäè ïðåäïî÷èòàþò
íåèçâåñòíûå âåðîÿòíîñòè â òåõ ñèòóàöèÿõ, â êîòîðûõ îíè ÷óâ-
ñòâóþò ñâîþ êîìïåòåíòíîñòü, è èçâåñòíûå âåðîÿòíîñòè, êîãäà
÷óâñòâóþò ñåáÿ íåêîìïåòåíòíûìè. Îòñþäà Òâåðñêè è Ôîêñ
äåëàþò âûâîä, ÷òî íåïðèÿòèå íåîïðåäåëåííîñòè ïîðîæäàåò-
ñÿ ÷óâñòâîì íåêîìïåòåíòíîñòè è ïðîÿâëÿåòñÿ, êîãäà ÷åëîâåê
îöåíèâàåò îäíîâðåìåííî ÿñíûå è òóìàííûå ïåðñïåêòèâû, íî
îíî óìåíüøàåòñÿ èëè èñ÷åçàåò âîâñå, åñëè îöåíèâàåòñÿ êàæ-
äàÿ ïåðñïåêòèâà â îòäåëüíîñòè.

Äðóãèì âàæíûì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ àñèììåòðèÿ â ïîä-

õîäàõ ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèé. Êîãäà ðå÷ü èäåò î çíà÷èòåëüíûõ
ñóììàõ, ìíîãèå îòêàçûâàþòñÿ îò èãðû, ïðåäïî÷èòàÿ ãàðàí-
òèðîâàííûé äîõîä, ò.å. áîëüøèíñòâî ïðåäïî÷òåò ïðîñòî ïîëó-
÷èòü 100 òûñ.$, ÷åì èãðàòü, èìåÿ øàíñû 50 íà 50, è âûèãðàòü
200 òûñ.$ èëè íå ïîëó÷èòü íè÷åãî. Äðóãèìè ñëîâàìè, áîëü-
øèíñòâî ëþäåé íå ðàñïîëîæåíû ê ðèñêó.

Íî êàê îáñòîèò äåëî ñ ïîòåðÿìè? Â ñòàòüå, îïóáëèêîâàí-
íîé â 1979 ã., Êàíåìàí è Òâåðñêè [51] îïèñàëè ýêñïåðèìåíò,
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ïîêàçûâàþùèé, ÷òî íàø âûáîð ìåæäó îòðèöàòåëüíûìè èñ-
õîäàìè ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíûì îòîáðàæåíèåì íàøåãî âûáîðà
ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè èñõîäàìè. Â îäíîì èç ýêñïåðèìåíòîâ
îíè ñíà÷àëà ïðåäëàãàëè âûáðàòü ìåæäó âîçìîæíîñòüþ ïîëó-
÷èòü 4 òûñ.$ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8 (ïðè âåðîÿòíîñòè 0.2 îñòàòüñÿ
ïðè ñâîèõ) è âîçìîæíîñòüþ ïîëó÷èòü 3 òûñ.$ ñ âåðîÿòíîñòüþ
1. Õîòÿ ðèñêîâàííûé âûáîð èìåë áîëåå çíà÷èòåëüíîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå (ïîëó÷åíèå 3.2 òûñ.$), 80% îïðîøåííûõ
ïðåäïî÷ëè ãàðàíòèðîâàííûå 3 òûñ.$. Ýòè ëþäè èçáåãàëè ðèñ-
êà. Çàòåì èññëåäîâàòåëè ïðåäëîæèëè âûáðàòü ìåæäó ðèñêîì
ïîòåðè 4 òûñ.$ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.8 (ïðè âåðîÿòíîñòè 0.2 íå ïî-
òåðÿòü íè÷åãî) è ðèñêîì ïîòåðÿòü 3 òûñ.$ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
Òåïåðü 92% îïðîøåííûõ âûáðàëè èãðó, õîòÿ ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ïîòåðè 3.2 òûñ.$ ñíîâà áûëî áîëüøå, ÷åì ãàðàíòè-
ðîâàííàÿ ïîòåðÿ 3 òûñ.$. Êîãäà âûáîð êàñàåòñÿ ïîòåðü, ìû
çà÷àñòóþ âûáèðàåì ðèñê.

Êàíåìàí è Òâåðñêè, êàê è ìíîãèå èõ êîëëåãè, âûÿñíè-
ëè, ÷òî òàêàÿ àñèììåòðè÷íîñòü âñòðå÷àåòñÿ ïîñòîÿííî â ñà-
ìûõ ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ýòî ïîâåäåíèå ÿâíî ïðîòèâîðå-
÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ðàöèîíàëüíîñòè âûáîðà. Îòâåò íå äîë-
æåí áûë áû çàâèñåòü îò ôîðìû ïîñòàíîâêè âîïðîñà. Àâòîðû
òåîðèè ïåðñïåêòèâû èñòîëêîâûâàþò ðåçóëüòàòû ýòèõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ êàê äåìîíñòðàöèþ òîãî, ÷òî ëþäÿì âîâñå íå ñâîéñòâåí-
íî îòâðàùåíèå ê ðèñêó: îíè ðàäû âûáðàòü èãðó, åñëè ñ÷èòàþò
åå ïðèåìëåìîé. Íî åñëè îíè íå áîÿòñÿ ðèñêîâàòü, òî â ÷åì
æå äåëî? Ïî ìíåíèþ Òâåðñêè, ãëàâíîå, ÷òî äâèæåò ëþäüìè �
ýòî îïàñåíèå ïîòåðü. Ëþäè íå ñòîëüêî èçáåãàþò íåîïðåäåëåí-
íîñòè, ñêîëüêî íå ïðèåìëþò ïîòåðü. Ðàçìåðû ïîòåðü âñåãäà
êàæóòñÿ áîëüøå ðàçìåðîâ ïðèîáðåòåíèé.

Ïåðå÷èñëåíèå è îïèñàíèå ïñèõîëîãè÷åñêèõ ôàêòîðîâ ïðè
ïðèíÿòèè ðåøåíèé ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî. Îäíàêî ïðèâå-
äåííûå äâà ôàêòîðà â ñîâîêóïíîñòè ñ êîíöåïöèåé ïîëåçíîñòè
íàèáîëåå ÿðêî îòðàæàþò ñëîæíîñòü è ñóáúåêòèâíîñòü ïðîöåñ-
ñà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Ïðèìåð 7.1. (Âûáîð îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíâå-
ñòèöèé, ïîðòôåëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ). Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå
ó÷åò ïîâåäåíèÿ ËÏÐ ïðè èíâåñòèðîâàíèè ñðåäñòâ. Êðîìå òîãî, â
äàííîì ïðèìåðå îäíîâðåìåííî èìåþò ìåñòî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ
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è íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ËÏÐ èìååò 10000$ äëÿ èíâåñòèöèé â àêöèè è îáëèãàöèè. Èçâåñòíî,
÷òî àêöèè èìåþò ïåðåìåííûé äîõîä, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé
ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 10% è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì
2%. Îáëèãàöèè ïðèíîñÿò ÷åòêèé äîõîä 5%. ËÏÐ íå ðàñïîëîæåí
ðèñêîâàòü è åãî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè � u(w) =

√
w. Ó÷èòûâàÿ ôóíê-

öèþ ïîëåçíîñòè, ËÏÐ âûáèðàåò ðàñïðåäåëåíèå èíâåñòèöèé, êîòîðîå
ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè. Ïóñòü λ1 � äîëÿ èíâåñòèöèé
â àêöèè (0 ≤ λ1 ≤ 1), λ2 = 1 − λ1 � äîëÿ èíâåñòèöèé â îáëèãàöèè.
Îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü èíâåñòîðà èìååò âèä

Eu(λ) =
1

b− a

∫ b

a

√
10000λ1(1 + r)dr +

√
10000λ2 × 1.05 =

= 100

[
1

b− a

∫ b

a

√
λ1(1 + r)dr +

√
λ2 × 1.05

]
,

ãäå [a, b] � èíòåðâàë âîçìîæíîãî äîõîäà îò àêöèé è r � äîõîä îò
àêöèé.

Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà îò àêöèé ðàâíîìåðíîå, òî âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (a + b)/2 = 0.1 è (b − a)2/12 = 0.0004. Îòñþäà
a = 0.065 è b = 0.135. Ñëåäîâàòåëüíî,

Eu(λ) = 100
[√

λ1

0.07

∫ 0.135

0.065

√
(1 + r)dr +

√
λ2 × 1.05

]
=

= 100
[
1.05

√
λ1 +

√
1.05

√
(1− λ1)

]
.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå λ1 ðàâíî 0.51, ò.å. 51% äåíåã ñëåäóåò âëî-
æèòü â àêöèè è 49% � â îáëèãàöèè.

Åñëè ËÏÐ ãîòîâ èäòè íà ðèñê è åãî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè �
u(w) = w2, òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå λ1 ðàâíî 0.47, ò.å. 47% äåíåã
ñëåäóåò âëîæèòü â àêöèè è 53% � â îáëèãàöèè.

Ïðèìåð 7.2. (Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ñòðàõîâêè). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóáúåêò (ËÏÐ) èìååò äîì ñòîèìîñòüþ W$. Ñóùåñòâóåò
âåðîÿòíîñòü π òîãî, ÷òî äîì ìîæåò áûòü ðàçðóøåí íàâîäíåíèåì
èëè ñãîðåòü â ïîæàðå. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ËÏÐ ìîæåò êó-
ïèòü òàêóþ ñòðàõîâêó, ÷òî 1$ åå ñòîèìîñòè ïîêðûâàåòñÿ x$. Çäåñü x
� ñòðàõîâàÿ ïðåìèÿ. Ñòðàõîâêó êàêîãî ðàçìåðà ãîòîâ êóïèòü ËÏÐ?
Î÷åâèäíî, ÷òî îí êóïèò ñòðàõîâêó, êîòîðàÿ ñîâìåñòèìà ñ åãî îùó-
ùåíèåì ðèñêà, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùóþ åãî èíäèâèäóàëüíîé ôóíêöèè
ïîëåçíîñòè u(w). Èñõîäÿ èç êðèòåðèÿ ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè, ñòîèìîñòü ñòðàõîâêè q äîëæíà ìàêñèìèçèðîâàòü îæèäàåìóþ
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ïîëåçíîñòü

Eu(q) = πu(q − xq) + (1− π)u(W − xq).

Ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷åíî èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Åñëè äîì
ðàçðóøåí ñ âåðîÿòíîñòüþ π, åãî õîçÿèí ïîëó÷èò ñòðàõîâêó q ìèíóñ
ñòðàõîâûå âûïëàòû xq. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − π
äîì íå áóäåò ðàçðóøåí. Â ýòîì ñëó÷àå åãî ñòîèìîñòü áóäåò ðàâíà
W −xq. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ u îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ ïîëî-
æèòåëüíûõ äîõîäîâ, òî W − xq ≥ 0. Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè Eu(q) íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå [0,W/x]. Ïóñòü
W = 100000, π = 0.01, x = 0.02. Òîãäà ìàêñèìóì Eu(q) çàâèñèò îò
òèïà ËÏÐ.

Ñëó÷àé 1. ËÏÐ íå ðàñïîëîæåí ðèñêîâàòü è åãî ôóíêöèÿ ïîëåç-
íîñòè � u(w) =

√
w. Â ýòîì ñëó÷àå

Eu(q) = π
√

(1− x)q + (1− π)
√
W − xq =

= 0.01
[√

0.98q + 99
√
W − 0.02q

]
.

Äèôôåðåíöèðóÿ Eu(q) ïî q è ïðèíèìàÿ dEu(q)/dq = 0, ïîëó÷èì
q = 24873$.

Ñëó÷àé 2. Ñóáúåêò ÿâëÿåòñÿ èùóùèì ðèñêà è åãî ôóíêöèÿ ïî-
ëåçíîñòè � u(w) = w2. Â ýòîì ñëó÷àå

Eu(q) = π(q − xq)2 + (1− π)(W − xq)2 =

= 0.01(q2 − 3.96Wq + 99W 2).

Îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ìàêñèìàëüíà ïðè q = 0$. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äàííûé ñóáúåêò âîîáùå íå áóäåò ïîêóïàòü ñòðàõîâêó.

Ñëó÷àé 3. Ñóáúåêò ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ê ðèñêó è u(w) = w.
Òîãäà

Eu(q) = −0.01q + 99000.

Îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ìàêñèìàëüíà ïðè q = 0$.

7.6. Îñíîâíûå àêñèîìû òåîðèè ïîëåçíîñòè

Åñëè ðåøåíèå a âåäåò ê îäíîìó èç àëüòåðíàòèâíûõ óðîâ-
íåé äîõîäà w1, w2 è w3, òî ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ áóäåò îäèí èç
àëüòåðíàòèâíûõ óðîâíåé ïîëåçíîñòè u(w1), u(w2) è u(w3). Åñ-
ëè èçâåñòíû âåðîÿòíîñòè π1, π2 è π3 êàæäîãî èç òðåõ èñõîäîâ,
òî îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ðåøåíèÿ a ðàâíà

Eu(a) = π1u(w1) + π1u(w1) + π1u(w1).
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Ôóíêöèÿ u(w) òàêæå íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ôîí
Íåéìàíà�Ìîðãåíøòåðíà.

Ïðåäñòàâëåíèå ïðåäïî÷òåíèé â ôîðìå îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè ôîí Íåéìàíà�Ìàðãåíøòåðíà Eu(a) ãàðàíòèðóåòñÿ ïðè
óñëîâèè ñîáëþäåíèÿ ðÿäà àêñèîì, êîòîðûå ïðèâîäÿòñÿ íèæå
[163, 166, 170].

Êàæäîå ðåøåíèå, ïðèíÿòîå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè
èëè ðèñêà, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûáîð ëîòåðåè L ïî âñåì
àëüòåðíàòèâíûì óðîâíÿì äîõîäà wi, ãäå êàæäîìó óðîâíþ wi
äîõîäà ïðèïèñàíà âåðîÿòíîñòü πi. Âåðîÿòíîñòü πi åñòü âåðî-
ÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ äîõîäà wi, êîãäà ðåøåíèå ñäåëàíî. Ââåäåì
ïîíÿòèå ëîòåðåè. Ëîòåðåÿ åñòü ñëó÷àéíûé ìåõàíèçì, êîòîðûé
äàåò â êà÷åñòâå èñõîäîâ ñîáûòèÿ ïîëó÷åíèå äîõîäîâ w1, ..., wm
ñ èçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè π1, ..., πm, π1 + ...+ πm = 1. Êàê
ïîêàçàíî â ðàáîòå [164], ëîòåðåþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñëå-
äóþùèé îïûò: åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà äóãè
äëèíîé π1, ..., πm, ïîâîðà÷èâàþò ñòðåëêó, è, åñëè åå êîíåö îñòà-
íîâèëñÿ íà äóãå äëèíîé πi, ýòî çíà÷èò, ÷òî èñõîäîì ÿâëÿåòñÿ
âûèãðûø wi.

Ëîòåðåþ L ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîæåñòâî ïàð âèäà
L = {(wi, πi) : i = 1, ...,m}, è ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ êàê âûáîð îäíîé èç àëüòåðíàòèâíûõ ëîòåðåé. Åñëè ñóáúåêò
äîëæåí âûáðàòü îäíó èç äâóõ ëîòåðåé L1 è L2, òî óñòàíàâëè-
âàþòñÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ñóáúåêòà: L1 ïðåäïî÷òèòåëüíåå L2, L2

ïðåäïî÷òèòåëüíåå L1, L1 è L2 íåðàçëè÷èìû èëè ðàâíîöåííû.
Áóäåì ïîíèìàòü ïîä çàïèñüþ wi % wj òî, ÷òî wj íå ïðåä-
ïî÷òèòåëüíåå, ÷åì wi, èëè wi ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì wj , èëè
ðàâíîöåííî wj .

Àêñèîìà 1 (ïîðÿäîê àëüòåðíàòèâ). Ïîðÿäîê �ïðåäïî-

÷òåíèÿ èëè ðàâíîöåííîñòè� % èìååò ìåñòî äëÿ ëþáûõ äâóõ

âûèãðûøåé è ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì ïîíÿòèåì. Ôîðìàëü-

íî, äëÿ ëþáûõ wi è wj ëèáî wi % wj, ëèáî wj % wi, à åñëè

wi % wj è wj % wk, òî wi % wk.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâå ëîòåðåè ñ îäíèì è òåì æå

ìíîæåñòâîì àëüòåðíàòèâ

L1 = {(wi, πi) : i = 1, ...,m},

L2 = {(w∗i , π∗i ) : i = 1, ...,m}.
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Òîãäà êàæäàÿ âåðîÿòíîñòü π ïðèâîäèò ê íîâîé ëîòåðåè

πL1 + (1− π)L2 =
= {(πwi + (1− π)w∗i , ππi + (1− π)π∗i ) : i = 1, ...,m}.

Åñëè ëîòåðåè L1 è L2 íå èìåþò îäíèõ è òåõ æå àëüòåðíàòèâ, òî
ìîæíî âñåãäà âçÿòü îáúåäèíåíèå A âñåõ âîçìîæíûõ àëüòåð-
íàòèâ è ðàññìàòðèâàòü L1 è L2 êàê èìåþùèå àëüòåðíàòèâû
èç A. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòè àëüòåðíàòèâ èç A, íå ïðèíàä-
ëåæàùèõ L1, ðàâíû íóëþ è íàîáîðîò. Ëþáàÿ ëîòåðåÿ âèäà
πL1 + (1− π)L2 íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíîé.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóáúåêò ïðåäïî÷èòàåò ëîòåðåþ
L1 ëîòåðåè L2. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî åñëè �ñìåøàòü� òðå-
òüþ ëîòåðåþ L3 ñ L1 è L2, òî ïðåäïî÷òåíèå L1 ê L2 îñòàíåòñÿ
íåèçìåííûì. Ýòî ðàññóæäåíèå îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ àêñè-
îìó.

Àêñèîìà 2 (íåçàâèñèìîñòü). Âûáîð ñóáúåêòà ëîòåðåè

óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå íåçàâèñèìîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîé

âñÿêèé ðàç, êîãäà ëîòåðåÿ L1 ïðåäïî÷òèòåëüíåå ëîòåðåè L2,

òî äëÿ ëþáîãî 0 < π < 1 ñîñòàâíàÿ ëîòåðåÿ πL1 + (1− π)L3

ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñîñòàâíîé ëîòåðåè πL2 + (1 − π)L3 äëÿ

âñåõ ëîòåðåé L3.

Àêñèîìà 3 (íåïðåðûâíîñòü). Âûáîð ñóáúåêòà ëîòå-

ðåè óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè, ñîãëàñíî êîòî-

ðîé âñÿêèé ðàç, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {πn} âåðîÿòíî-

ñòåé ñõîäèòñÿ ê π, ò.å. πn → π è ëîòåðåÿ πnL1 + (1−πn)L2

ïðåäïî÷òèòåëüíåå ëîòåðåè L3 äëÿ âñåõ n, òî ëîòåðåÿ πL1 +
(1− π)L2 áóäåò ïðåäïî÷òèòåëüíåå ëîòåðåè L3.

Òåîðåìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Ïóñòü L � ìíîæå-

ñòâî âñåõ ëîòåðåé. Åñëè ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ñóáúåêòà U :
L→ R, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ëîòåðåé óäîâëåòâîðÿåò

ïðèâåäåííûì âûøå àêñèîìàì, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ïî-

ëåçíîñòè ôîí Íåéìàíà�Ìîðãåíøòåðíà u(w), çàâèñÿùàÿ îò

äîõîäà w, òàêàÿ ÷òî

U(L) =
m∑
i=1

πiu(wi)

äëÿ âñåõ ëîòåðåé L = {(wi, πi) : i = 1, ...,m}.
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Ïðèâåäåííûå àêñèîìû è òåîðåìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè
ïîçâîëÿþò âçãëÿíóòü íà ïîâåäåíèå ËÏÐ ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè
çðåíèÿ. Ôîðìàëüíî âûáîð òèïà ïîâåäåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ëîòåðåþ ñ äâóìÿ
ïðèçàìè w1 è w2. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíî-
ñòè u(w) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé. Îæèäàåìàÿ ïîëåç-
íîñòü ýòîé ëîòåðåè � π1u(w1) + (1 − π1)u(w2), à îæèäàåìîå
äåíåæíîå âîçíàãðàæäåíèå � π1w1 + (1 − π1)w2. Âûèãðûø â
ýòîì ñëó÷àå ðàâåí

w = π1w1 + (1− π1)w2 − u(π1u(w1) + (1− π1)u(w2)).

Îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå w ãîâîðèò î òîì, ÷òî

u(π1u(w1) + (1− π1)u(w2)) ≥ π1w1 + (1− π1)w2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

π1u(w1) + (1− π1)u(w2) ≥ π1w1 + (1− π1)w2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(w) ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëîé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî ËÏÐ ðàñïîëîæåí ðèñ-
êîâàòü. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü âîãíóòîñòü ôóíêöèè ïî-
ëåçíîñòè äëÿ íåðàñïîëîæåííîãî ðèñêîâàòü ËÏÐ. Â ýòîì ñëó-
÷àå w ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

7.7. Çàêëþ÷åíèå

Â ãëàâå êðàòêî ðàññìîòðåíû îñíîâíûå õîðîøî èçâåñòíûå
ìåòîäû è ñèòóàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî âûïîëíåí îáçîð òîëüêî ÷àñòè âñåõ âîçìîæíûõ êðèòåðèåâ
è ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîñòîÿííî ðàçâèâàþòñÿ è ðàçðàáàòûâà-
þòñÿ [162] íà îñíîâå òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ñî ñòîðîíû
ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ìîæíî âûäåëèòü äâå êðàéíèå ñè-
òóàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé: 1) îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî èíôîð-
ìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû; 2) íàëè÷èå ïîëíîé èíôîðìàöèè
î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû, ò.å. íàëè÷èå òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Äëÿ îáåèõ ñèòóàöèé áûëè
ðàçðàáîòàíû êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, êîòîðûå äëèòåëü-
íîé ïðàêòèêîé ïðèìåíåíèÿ ïîäòâåðäèëè èõ îáîñíîâàííîñòü.
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Îäíàêî ýòè äâå ñèòóàöèè ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå èäå-
àëèçàöèåé è íå îòðàæàþò ìíîãèõ ðåàëüíûõ ñëó÷àåâ íàëè÷èÿ
èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû, ñ êîòîðûìè ñòàëêèâàþòñÿ
ëèöà, ïðèíèìàþùèå ðåøåíèÿ, êîãäà èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü
íåòî÷íîé, íåïîëíîé, íåíàäåæíîé. Ìåòîäàì è àëãîðèòìàì ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ïîñâÿùåíû ñëåäóþùèå ãëà-
âû.



Ãëàâà 8

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïðè íåïîëíîé

èíôîðìàöèè

Êàæäûé ìîæåò ïðèíèìàòü ðåøå-
íèå, ðàñïîëàãàÿ äîñòàòî÷íîé èí-
ôîðìàöèåé, õîðîøèé ðóêîâîäè-
òåëü ïðèíèìàåò ðåøåíèå è ïðè åå
íåõâàòêå, èäåàëüíûé � äåéñòâóåò
â àáñîëþòíîì íåâåäåíèè.

Çàêîí èñõîäíûõ äàííûõ Ñïåíñåðà

8.1. Ïàðàäîêñ Ýëëñáåðãà

Äî ñèõ ïîð çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàëàñü
â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ êàêîé-ëèáî èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíè-
ÿõ ïðèðîäû Ω (ïðèíÿòèå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåí-
íîñòè) èëè íàëè÷èÿ òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé π,
îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå Ω (ïðèíÿòèå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ
ðèñêà). Îäíàêî â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ýòè
óñëîâèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ýêñòðåìàëüíûìè ñëó÷àÿìè. Îáû÷íî
âñåãäà ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé èìååòñÿ êàêàÿ-ëèáî èíôîðìà-
öèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû ëèáî â âèäå ýêñïåðòíûõ îöåíîê, ëè-
áî â âèäå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü áî-
ëåå îáîñíîâàííîå è àäåêâàòíîå ðåøåíèå, ÷åì òî, ÷òî ïîëó÷àåò-
ñÿ ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðè
ýòîì è ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, è òåì áîëåå ýêñïåðòíûå îöåíêè
äàëåêî íå âñåãäà ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé π, ÷òî äåëàåò â ñâîþ î÷åðåäü ïðèíÿòèå ðåøåíèé
â óñëîâèÿõ ðèñêà ñëèøêîì èäåàëèçèðîâàííûì. Äëÿ îáîñíîâà-
íèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿòü àíà-
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ëèç åãî ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âîçìîæíûì èçìåíåíèÿì ðàñïðåäå-
ëåíèÿ π. Êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ïðîñòî íåâîçìîæ-
íî òî÷íî îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé âñëåäñòâèå
îãðàíè÷åííîñòè èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè. Íåîáõîäèìî îòìå-
òèòü, ÷òî ïðèíÿòèå ðåøåíèé â ýòèõ ñèòóàöèÿõ íàòàëêèâàåòñÿ
íà îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè è äåìîíñòðèðóåò ïðîòèâîðå÷èâûå,
ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè,
ðåçóëüòàòû. Ïðèìåðîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðàäîêñ Ýëëñáåðãà.

Ïàðàäîêñ Ýëëñáåðãà: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ËÏÐ äîëæåí
ïîñòàâèòü íà öâåò øàðà, âûòàùåííîãî èç óðíû, ñîäåðæàùåé
30 êðàñíûõ øàðîâ (ω1), 60 çåëåíûõ (ω2) è ãîëóáûõ (ω3) â
íåèçâåñòíîé ïðîïîðöèè. ËÏÐ çíàåò òîëüêî òî, ÷òî âåðîÿò-
íîñòü êðàñíîãî øàðà ðàâíà 1/3 è áîëüøå íè÷åãî, ò.å. ëþ-
áîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
1/3 + π(ω2) + π(ω3) = 1, âîçìîæíî. Ðàññìîòðèì 4 ñòàâêè,
ïîêàçàííûå â òàáë. 8.1. Áîëüøèíñòâî ëþäåé ñòàâêå 2 ïðåä-
ïî÷èòàþò ñòàâêó 1 è ñòàâêå 3 ñòàâêó 4. Çàìåòèì, ÷òî ïðåä-
ïî÷òåíèå ñòàâêè 1 ïî îòíîøåíèþ ê ñòàâêå 2 ãîâîðèò î òîì,
÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè ËÏÐ, â óðíå íàõî-
äèòñÿ ìåíåå 30 ÷åðíûõ øàðîâ èëè áîëåå 30 æåëòûõ. Â òî æå
âðåìÿ ïðåäïî÷òåíèå ñòàâêè 4 ïî îòíîøåíèþ ê ñòàâêå 3 âõîäèò
â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ïåðâûõ äâóõ
ñòàâîê. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü
âåðîÿòíîñòè øàðîâ, èñõîäÿ èç âûáîðà ËÏÐ. Ðåøåíèÿ â ñèòó-
àöèÿõ, êîãäà íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î âåðîÿòíîñòÿõ ðàç-
ëè÷íûõ ñîñòîÿíèé, çà÷àñòóþ îïèðàþòñÿ íå íà ñóáúåêòèâíûå
âåðîÿòíîñòè. Âûáîð ñòàâîê 1 è 4 õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîâåäåíèåì
ËÏÐ ïðè óñëîâèè íåïðèÿòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, òàê êàê áîëü-
øèíñòâî ËÏÐ ïðåäïî÷èòàåò ñòàâêè, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè
áîëåå îïðåäåëåííû.

Ãèëáîà è Øìàéäëåð [40], Ãàðäåíôîðñ è Ñàëèí [37], à òàê-
æå Âàéõçåëüáåðãåð è Àóãóñòèí [139] ïðåäëîæèëè êðèòåðèé
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïàðàäîêñà Ýëëñáåðãà. Êî-
ãäà ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè î êàêèõ-ëèáî ñîñòîÿíèÿõ ïðèðî-
äû, âû÷èñëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü êàæäî-
ãî äåéñòâèÿ. Çàòåì âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíîå äåéñòâèå, ìèíè-
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Òàáëèöà 8.1. Âàðèàíòû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ýêñïåðèìåíòå
Ýëëñáåðãà

×èñëî øàðîâ 30 60
Ñòàâêè Êðàñíûé ×åðíûé Æåëòûé

1 $100 $0 $0
2 $0 $100 $0
3 $100 $0 $100
4 $0 $100 $100

Òàáëèöà 8.2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ýêñïåðèìåíòà Ýëëñáåðãà

Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ìèíèìàëüíàÿ
Ñòàâêè îæèäàåìàÿ

Êðàñíûé ×åðíûé Æåëòûé ïîëåçíîñòü

1 1/3 2/3 0 100/3
2 1/3 0 2/3 0
3 1/3 2/3 0 100/3
4 1/3 2/3 0 200/3

ìàëüíàÿ îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü êîòîðîãî ìàêñèìàëüíà1. Íà-
ïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòå Ýëëñáåðãà âåðîÿòíîñòü ÷åðíîãî øàðà
ìîæåò áûòü ëþáîé îò 0 äî 2/3. Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîáíî íà
ìåòîäå ðàñ÷åòà ìèíèìàëüíîé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè (îí áóäåò
ðàññìîòðåí íèæå), çàïèøåì ñðàçó ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â
òàáë. 8.2.

Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ, ìàêñèìóì ìèíèìàëüíîé îæè-
äàåìîé ïîëåçíîñòè äîñòèãàåòñÿ äëÿ ñòàâêè 1 (èç ñòàâîê 1 è 2)
è 4 (èç ñòàâîê 3 è 4).

Ýòîò ïðèìåð äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî ïîêàçûâàåò, ÷òî äàëå-
êî íå âñåãäà ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Â òî æå âðåìÿ çàìåíà ìíîæåñòâà
ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé êàêèì-ëèáî îäíèì ðàñïðåäåëåíè-
åì äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ â çàäà÷å ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ è ìî-
æåò âîéòè â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïîâåäåíèåì áîëüøèíñòâà ëþäåé,
à òàêæå ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Ïîýòîìó
öåëåñîîáðàçíî ðàçðàáîòàòü ìåòîäû è êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ ðå-

1Çàáåãàÿ âïåðåä, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòîò êðèòåðèé áóäåò â äàëüíåé-
øåì íàçûâàòüñÿ êðèòåðèåì Γ-ìàêñèìèíà.
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øåíèé, êîòîðûå áû ó÷èòûâàëè âñå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ,
îãðàíè÷åííûå èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèåé.

Â ýòîé ãëàâå â îñíîâíîì áóäóò ðàññìîòðåíû çàäà÷è ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé ñ êîíå÷íûì äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé.
Îòñóòñòâèå òî÷íîãî è åäèíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû ïðèâîäèò ê çàäà÷å ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ ñâî-
èìè êðèòåðèÿìè è ìåòîäàìè ïîèñêà îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ.

8.2. Êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Íàïîìíèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî A = {a1, ..., an} àëüòåð-
íàòèâ, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðèðîäû Ω = {ω1, ..., ωm} è ôóíê-
öèÿ ïîëåçíîñòè u : (A × Ω) → R. Êîãäà èçâåñòíî òî÷íîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû π = (π1, ..., πm),
òî ïðè çàäàííîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè äëÿ êàæäîé àëüòåð-
íàòèâû ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ îæèäàåìîé ïî-
ëåçíîñòè Eπur (çäåñü ur = (ur1, ..., urm)) â ñëó÷àå ÷èñòîé
ñòðàòåãèè èëè Eπu(λ) (çäåñü u(λ) = (u(λ, ω1), ..., u(λ, ωm)),
u(λ, ωj) =

∑n
i=1 λiuij) â ñëó÷àå ñìåøàííîé ñòðàòåãèè. Åñëè

òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå íåèçâåñòíî, à èìååòñÿ òîëüêî íåêîòîðîå
ìíîæåñòâîM ðàñïðåäåëåíèé, çàäàííîå â òîì èëè èíîì âèäå,
òî íåëüçÿ íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Äëÿ
êàæäîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π ∈ M ìîæíî âû÷èñëèòü îæèäàå-
ìóþ ïîëåçíîñòü. Åñëè ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, òî
ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè îãðà-
íè÷åíî íåêîòîðûì íèæíèì EMur = infπ∈M Eπur è âåðõíèì
EMur = supπ∈M Eπur çíà÷åíèÿìè, à âñå îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ðàñïðå-
äåëåíèÿì π ∈ M, íàõîäÿòñÿ â èíòåðâàëå [EMur,EMur]. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàññìîòðåííûå ðàíåå êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé íåïîñðåäñòâåííî íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è íåîáõîäè-
ìî ðàññìîòðåòü íîâûå êðèòåðèè, ó÷èòûâàþùèå èíòåðâàëüíûé
õàðàêòåð îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè.

Íàèáîëåå ïðîñòîé ïóòü îáîáùåíèÿ êðèòåðèÿ îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè � èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ íèæíåé ãðà-
íèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ, äåé-
ñòâèå r ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ k ∈ {1, ..., n}
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âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

EMur ≥ EMuk. (8.1)

Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ λ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè äëÿ
âñåõ λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

EMu(λ∗) ≥ EMu(λ). (8.2)

Íåäîñòàòêîì ýòîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí èñïîëüçó-
åò òîëüêî íèæíþþ ãðàíèöó îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè è îí ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íî ïåññèìèñòè÷åñêèì. Ïðèâåäåííûé êðèòåðèé â
ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì Γ-ìàêñèìèíà.

Íèæå, ïðè îïèñàíèè êðèòåðèåâ, áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
òîëüêî ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ. Êðèòåðèè äëÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè
àíàëîãè÷íû.

Äðóãèì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé Γ-ìàêñèìàêñà, ñî-
ãëàñíî êîòîðîìó äåéñòâèå r ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ
âñåõ k ∈ {1, ..., n} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî EMur ≥ EMuk.
Ýòî ñëèøêîì îïòèìèñòè÷åñêèé êðèòåðèé, ðåäêî èñïîëüçóå-
ìûé íà ïðàêòèêå.

Áîëåå æåñòêèì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé èíòåðâàëü-
íîãî äîìèíèðîâàíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó äåéñòâèå r ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ k ∈ {1, ..., n} âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî EMur ≥ EMuk. Ýòîò êðèòåðèé àíàëîãè÷åí ñðàâíåíèþ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ.

Àíàëîãîì êðèòåðèÿ Ãóðâèöà ìîæíî íàçâàòü êðèòåðèé ñ
ïàðàìåòðîì îñòîðîæíîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîìó äåéñòâèå r
ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ k ∈ {1, ..., n} âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

ηEMur + (1− η)EMur ≥ ηEMuk + (1− η)EMuk, (8.3)

ãäå η ∈ [0, 1] � ïàðàìåòð îñòîðîæíîñòè.
Ýòî áîëåå ñëîæíûé è ãèáêèé êðèòåðèé ïðèíÿòèÿ ðåøå-

íèé, èñïîëüçóþùèé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íèæíåé è âåðõíåé
ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Ïàðàìåòð îñòîðîæíîñòè îòðà-
æàåò ñòåïåíü ïåññèìèçìà ËÏÐ ïî îòíîøåíèþ ê íåîïðåäåëåí-
íîñòè. ×åì áîëåå ïåññèìèñòè÷åí ËÏÐ, òåì áîëüøå âëèÿíèå
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íèæíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Çíà÷åíèå η = 1 ñî-
îòâåòñòâóåò ïåññèìèñòè÷åñêîìó ïðèíÿòèþ ðåøåíèé, çíà÷åíèå
η = 0 îòðàæàåò îïòèìèñòè÷åñêîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé. Çíà÷å-
íèå 1−η ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî �ïðèðîäà� îêàæåòñÿ íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîé äëÿ ËÏÐ
[73].

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî çàìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííûå ÷åòûðå
êðèòåðèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè ðàçëè÷íûõ ïðàâèë ñðàâíåíèÿ
èíòåðâàëîâ. Ïîýòîìó äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ àëüòåðíàòèâ ýòè êðè-
òåðèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ áåç íåïîñðåäñòâåííîãî àíàëèçà
ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé M, à òîëüêî ðàññìàòðèâàÿ èíòåð-
âàëüíûå îæèäàåìûå ïîëåçíîñòè. Ñëåäóþùèå êðèòåðèè ÿâëÿ-
þòñÿ áîëåå ñëîæíûìè è âûõîäÿò çà ðàìêè îáû÷íîãî èíòåð-
âàëüíîãî àíàëèçà.

Êîãäà òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñîñòîÿíèé ïðèðîäû èçâåñòíî,
òî èç óñëîâèÿ Eπur ≥ Eπuk ñëåäóåò óñëîâèå Eπ(ur − uk) ≥ 0,
ãäå ur − uk = (ur1 − uk1, ..., urm − ukm) Ýòîò ïåðåõîä íå âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Ïîýòîìó Óî-
ëëè [131] ïðåäëîæèë ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé. Ïóñòü K � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé âèäà uk, îïðåäåëåí-
íûõ íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ïðèðîäû S, K = {u1, ...,un} èëè
K = {u(λ) : λ1 + ...+ λn = 1}. Ïîëåçíîñòü ur ∈ K íàçûâàåòñÿ
íåðàçðåøåííîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëåçíîñòü uk ∈ K, ÷òî
uk ≥ ur è k 6= r. Çäåñü ñðàâíåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñî-
ñòîÿíèé ïðèðîäû. Èíà÷å ur íàçûâàåòñÿ ðàçðåøåííîé. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ur ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñðåäè âñåõ ôóíê-
öèé èç K, åñëè ur ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøåííîé è EM (ur − uk) ≥ 0
äëÿ âñåõ k ∈ {1, ..., n}. Äðóãèìè ñëîâàìè, äåéñòâèå ar ÿâëÿåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, ..., n} âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

min
π∈M

Eπ (ur − uk) ≥ 0 (8.4)

è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî k, ÷òî uk ≥ ur è k 6= r. Ýòîò êðèòå-
ðèé íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì ìàêñèìàëüíîñòè, èëè êðèòåðèåì
Óîëëè.

Åùå îäèí êðèòåðèé � E-äîïóñòèìîñòü, èëè êðèòåðèé Ëå-
âè [63]. Âûáîð îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâû, ñîãëàñíî ýòîìó
êðèòåðèþ, îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï � îïðå-
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äåëåíèå E-äîïóñòèìûõ äåéñòâèé. Àëüòåðíàòèâà r íàçûâàåò-
ñÿ E-äîïóñòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå
π ∈ M è ðàçðåøåííàÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì Óîë-
ëè, ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ur, òàêèå ÷òî îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü
Eπur ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñðåäè âñåõ çíà÷åíèé îæèäàå-
ìîé ïîëåçíîñòè èìåþùèõñÿ àëüòåðíàòèâ. Âòîðîé ýòàï â ïðî-
öåäóðå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ìåæäó E-
äîïóñòèìûìè àëüòåðíàòèâàìè. Ïðè ýòîì Ëåâè ïðåäëàãàåò âû-
áèðàòü àëüòåðíàòèâó, ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîëåç-
íîñòè êîòîðîé áîëüøå, ÷åì ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
ïîëåçíîñòè äðóãèõ E-äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, äàííûé êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Îäíàêî Êèêóòè,
Êîçìàí è äå Êàìïîñ [53] ðàçðàáîòàëè äîñòàòî÷íî ïðîñòîé àë-
ãîðèòì äëÿ ðàáîòû ñ ýòèì êðèòåðèåì.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî êàæäûé êðèòåðèé èìååò ñâîè
íåäîñòàòêè è ïðåèìóùåñòâà. Ïðèìåíåíèå òîãî èëè èíîãî êðè-
òåðèÿ çàâèñèò â áîëüøåé ñòåïåíè îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé è îò ïðåäïî÷òåíèé ËÏÐ. Äàëåå áóäåò â îñ-
íîâíîì èñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèé Γ-ìàêñèìèíà è êðèòåðèé ñ
ïàðàìåòðîì îñòîðîæíîñòè.

Ïîèñê îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâû èëè äåéñòâèÿ â çàäà-
÷å ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íåïîëíîé èíôîðìàöèè âî ìíîãîì
îïðåäåëÿåòñÿ òåì, êàê îáðàçîâàíî ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé
M.

8.3. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïðè ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ íà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû

Ïðåæäå âñåãî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî M îá-
ðàçîâàíî ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî π îãðàíè÷åíèÿìè âèäà

bi ≤ Eπfi ≤ bi, i = 1, ..., r, (8.5)

èëè

bi ≤
m∑
j=1

fi(ωj)πj ≤ bi, i = 1, ..., r,
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êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýêñïåðòíûå îöåíêè î âå-
ðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Êàæäàÿ
îöåíêà � ýòî íåêîòîðûé èíòåðâàë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ôóíêöèè fi èëè èíòåðâàëüíîå ñðåäíåå â òåðìèíàõ òåîðèè èí-
òåðâàëüíûõ ñðåäíèõ (ñì. ãëàâó 4). Âèä ôóíêöèè â ñâîþ î÷å-
ðåäü îïðåäåëÿåò òèï èìåþùåéñÿ õàðàêòåðèñòèêè, íàïðèìåð
âåðîÿòíîñòè, åñëè fi � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ, åñëè fi � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ìíîæåñòâî òà-
êèõ îöåíîê îãðàíè÷èâàåò ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ òàêèì ìíîæåñòâîìM, ÷òî êàæäîå ðàñïðå-
äåëåíèå π ∈ M óäîâëåòâîðÿåò âñåì r íåðàâåíñòâàì îäíîâðå-
ìåííî. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì.

Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäó-
þùèå îáîçíà÷åíèÿ:

πj = π(ωj), uij = u(ai, ωj), uj(λ) = u(λ, ωj),

1 = (1, ..., 1)T, Fj = (f1(ωj), ..., fr(ωj)),

B = (b1, ..., br), B = (b1, ..., br).

Î÷åâèäíîå óñëîâèå λi ≥ 0 òàêæå íå áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â ðÿäå
ìåñò.

8.3.1. Ïåññèìèñòè÷åñêîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé

Ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè, ò.å. ïðè âûáî-
ðå îäíîãî èç îïòèìàëüíûõ äåéñòâèé â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðè-
åì Γ-ìàêñèìèíà, äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ âû÷èñëÿåòñÿ íèæíÿÿ
ãðàíèöà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè EMuk ïóòåì ðåøåíèÿ ñëåäó-
þùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

EMuk = min
π∈M

m∑
j=1

(ukj · πj) (8.6)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8.5).
Îáîçíà÷èì C = (c1, ..., cr)T, D = (d1, ..., dr)T. Òîãäà, äëÿ

ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷è ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæíî òàêæå
çàïèñàòü äâîéñòâåííóþ

EMuk = max
c,C,D

{
c+ BC−BD

}
(8.7)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c ∈ R, C,D ∈ Rr+ è

c+ Fj (C−D) ≤ ukj , j = 1, ...,m. (8.8)

Çäåñü c, C,D � ïåðåìåííûå îïòèìèçàöèè, òàêèå ÷òî ïåðåìåí-
íàÿ c ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ

∑m
j=1 πj = 1 â ïðÿìîé çàäà÷å

îïòèìèçàöèè, ci ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ bi ≤ Eπfi, di ñî-
îòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ Eπfi ≤ bi.

Äëÿ âñåõ äåéñòâèé âû÷èñëÿþòñÿ íèæíèå ãðàíèöû îæèäàå-
ìîé ïîëåçíîñòè è îïòèìàëüíîå äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-
âèÿ (8.1). Òàêèì îáðàçîì, ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè
èñïîëüçîâàíèè ÷èñòîé ñòðàòåãèè íå ïðåäñòàâëÿåò êàêèõ-ëèáî
ñëîæíîñòåé. Èíà÷å îáñòîèò äåëî ñ ïðèíÿòèåì ðåøåíèé ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñìåøàííîé ñòðàòåãèè.

Ñîãëàñíî ïåññèìèñòè÷åñêîìó ïîäõîäó, èëè êðèòåðèþ Γ-
ìàêñèìèíà, ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ λ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé,
åñëè äëÿ âñåõ λ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (8.2). Îïòèìàëüíàÿ
ñòðàòåãèÿ λ∗ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìàêñèìèçàöèåé íèæíåé
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè EMu(λ) ïî âñåì âîçìîæíûì ðàñïðå-
äåëåíèÿì λ, ò.å. íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

EMu(λ)→ max
λ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ Eπu(λ) â öåëåâóþ ôóíêöèþ,

ïîëó÷èì ðàñøèðåííóþ çàïèñü çàäà÷è:

min
π∈M

m∑
j=1

(uj(λ) · πj)→ max
λ

(8.9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1.
Äâà ïîäõîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé

çàäà÷è [116, 119].

Èñïîëüçîâàíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà çàìåíå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñ
ïåðåìåííûìè π äâîéñòâåííîé çàäà÷åé. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷å-
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íèÿ, ââåäåííûå ïðè îïèñàíèè ÷èñòîé ñòðàòåãèè, ìîæíî çàïè-
ñàòü äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà çàäà÷å (8.7)�
(8.8) è èìååò âèä:

EMu(λ) = min
π∈M

m∑
j=1

(uj(λ) · πj) =

= max
c,C,D

{
c+ BC−BD

}
(8.10)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c ∈ R, C,D ∈ Rr+ è

c+ Fj (C−D) ≤ uj(λ), j = 1, ...,m. (8.11)

Òåïåðü ìàêñèìèçàöèÿ ïî âñåì λ ìîæåò áûòü îáúåäèíåíà ñ
äâîéñòâåííîé çàäà÷åé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max
c,C,D,λ

{
c+ BC−BD

}
(8.12)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c ∈ R, C,D ∈ Rr+ è

c+ Fj (C−D) ≤ uj(λ), j = 1, ...,m,
λ · 1 = 1. (8.13)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé è ñ ïåðåìåííûìè c, C,
D, λ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (8.12)�(8.13).

Èñïîëüçîâàíèå êðàéíèõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà èäåå [2, 3] èñïîëüçîâàíèÿ êðàé-
íèõ òî÷åê2 ìíîãîãðàííèêà M. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõî-
äîì ââîäèòñÿ íîâàÿ ïåðåìåííàÿ G = minπ∈M Eπu(λ). Òîãäà

2Ïóñòü ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé π îãðàíè÷åíî óñëîâèÿìè â ìàòðè÷-
íîé ôîðìå Aπ ≤ b, ãäå A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè r ×m, b = (b1, ..., br) �
âåêòîð ðàçìåðíîñòè r. Òîãäà òî÷êà π∗ ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó è ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì m îãðàíè÷åííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ýòîãî ìíîæåñòâà.
Îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ êðàéíèõ òî÷åê çà-

êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàññìîòðèì r îãðàíè÷åííûõ ãèïåðïëîñêîñòåé
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çàäà÷à (8.9) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

max
λ,G

G (8.14)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ G ∈ R è

G ≤
m∑
j=1

(uj(λ) · πj) , λ · 1 = 1, π ∈M. (8.15)

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè (8.14)�(8.15) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé, íî
îíà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé, òàê êàê íåðà-
âåíñòâà G ≤

∑m
j=1 (uj(λ) · πj) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ

âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé π ∈ M. Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîéòè
ýòî ïðåïÿòñòâèå, çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé M
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî,
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è minπ∈M Eπu(λ) äîñòèãàåòñÿ íà
êðàéíèõ òî÷êàõ extr(M) ýòîãî ìíîæåñòâà, ÷èñëî êîòîðûõ êî-
íå÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé (8.15)
ñîêðàùàåòñÿ äî êîíå÷íîãî ÷èñëà, ò.å. ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ
çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

max
λ,G

G (8.16)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ G ∈ R, λ · 1 = 1 è

G ≤
m∑
j=1

(
n∑
s=1

usjλs · πj

)
, π ∈ extr(M). (8.17)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âòîðîé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íåïîëíîé èíôîðìàöèè òðåáóåò ïîèñ-
êà âñåõ êðàéíèõ òî÷åê ìíîæåñòâàM, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé âû÷èñëèòåëüíîé çàäà÷åé, òðåáóþùåé äî-
ïîëíèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ìíîæåñòâà çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ïåðâûé ïîäõîä êàê ðàç ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ýòîé

A1π = b1, ..., Arπ = br, ãäå Ai � ñòðîêà ìàòðèöû A. Èç ýòîãî ìíîæåñòâà
îãðàíè÷åíèé âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî èç m ãèïåðïëîñêîñòåé è ðåøèì ïî-
ëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Åñëè ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ � åäèíñòâåííàÿ
òî÷êà π∗ è ýòà òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò âñåì íåðàâåíñòâàì Aπ ≤ b, òî π∗

� êðàéíÿÿ òî÷êà. Âûäåëÿÿ äðóãèå ïîäìíîæåñòâà èç m ãèïåðïëîñêîñòåé,
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàéòè âñå êðàéíèå òî÷êè.
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ïðîöåäóðû è ðåøàòü òîëüêî îäíó çàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Îä-
íàêî ïåðâûé ïîäõîä ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò çàäàíèÿ èñõîäíîé
èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû â âèäå ìíîæåñòâà îãðàíè-
÷åíèé (8.5). Äëÿ âòîðîãî ïîäõîäà ìíîæåñòâî M ìîæåò áûòü
çàäàíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, íàïðèìåð ïðè ïîìîùè êðàé-
íèõ òî÷åê, ÷òî äåëàåò âòîðîé ïîäõîä áîëåå îáùèì ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïðèìåíèìîñòè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî íåïîëíîòà âåðîÿòíîñòíîé èíôîð-
ìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå λ â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, ðàññìîòðåííûõ âûøå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îòëè÷èå îò
çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íàëè÷èè òî÷íîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû3 íåïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ
äåëàåò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ îïòèìàëüíîé.

8.3.2. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïàðàìåòðà îñòîðîæíîñòè

Ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé è ãèáêèé êðèòåðèé ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé, èñïîëüçóþùèé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ íèæíåé
EMu(λ) è âåðõíåé Eπu(λ) ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ñ ïà-
ðàìåòðîì îñòîðîæíîñòè η. Ïðè ýòîì ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ λ∗

ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, åñëè äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé λ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (8.3).

Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî êðèòå-
ðèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:

ηEMu(λ) + (1− η)EMu(λ)→ max
λ

(8.18)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1.
Çäåñü EMu(λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

min
π∈M

m∑
j=1

uj(λ) · πj , (8.19)

3Ïðè íàëè÷èè òî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðî-
äû è ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ λ îïòè-
ìàëüíîé âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ (ñì. ðàçäåë 7.4.1).
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à EMu(λ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

max
π∈M

m∑
j=1

uj(λ) · πj . (8.20)

Èñïîëüçîâàíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïåðâûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå
çàäà÷ îïòèìèçàöèè (8.19)�(8.20) äâîéñòâåííûìè. Îáîçíà÷èì

V = (v1, ..., vr)T, W = (w1, ..., wr)T.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, à
òàêæå ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåññèìèñòè÷åñêîãî ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé, îïèñàííûé â ðàçäåëå 8.3.1, ìîæíî ïåðåïèñàòü
(8.18) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

η · max
c,C,D

{
c+ BC−BD

}
+

+(1− η) · min
v,V,W

{
v + BV −BW

}
→ max

λ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c, v ∈ R, C,D,V,W ∈ Rr+ è

c+ Fj (C−D) ≤ uj(λ), j = 1, ...,m,
v + Fj (V −W) ≥ uj(λ), j = 1, ...,m,

λ · 1 = 1.

Åñëè ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ H, òàêóþ ÷òî

H = min
{
v + BV −BW

}
,

òî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó:

η

{
max
c,C,D

(
c+ BC−BD

)}
+ (1− η)H → max

λ

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c, v ∈ R, C,D,V,W ∈ Rr+ è

c+ Fj (C−D) ≤ uj(λ), j = 1, ...,m, (8.21)

v + Fj (V −W) ≥ uj(λ), j = 1, ...,m, (8.22)

v + BV −BW ≥ H, λ · 1 = 1. (8.23)
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Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

η
{
c+ BC−BD

}
+ (1− η)H → max

c,v,C,D,V,W,λ,H
(8.24)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c, v ∈ R, C,D,V,W ∈ Rr+ è (8.21)�(8.23).
Äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ìàêñèìèçàöèè öåëå-

âîé ôóíêöèè ïåðåìåííàÿ H íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ñ ïåðåìåí-
íûìè v, vk è wk, ÷òî íå äàåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü ðåøåíèå.
Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê îãðàíè÷èòü ýòè ïåðåìåííûå. Ðàññìîò-
ðèì áîëåå äåòàëüíî çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

H∗ = min
{
v + BV −BW

}
(8.25)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ v ∈ R,V,W ∈ Rr+ è

v + Fj (V −W) ≥ uj(λ), j = 1, ...,m. (8.26)

Ýòà çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò 2r + 1 ïåðå-
ìåííûõ è 2r+m îãðàíè÷åíèé, ñðåäè êîòîðûõ 2r îãðàíè÷åíèé
èìåþò âèä: vk ≥ 0 è wk ≥ 0, k = 1, ..., r. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, ñðåäè 2r + m íåðàâåíñòâ äîëæíî áûòü ïî êðàéíåé ìåðå
2r + 1 ðàâåíñòâ. Ýòè ðàâåíñòâà è îãðàíè÷èâàþò ðîñò ïåðå-
ìåííûõ vk, wk è H. Òàê êàê ìû íå çíàåì, êàêèå îãðàíè÷å-
íèÿ äîëæíû áûòü ðàâåíñòâàìè, òî íåîáõîäèìî ðåøèòü C2r+1

2r+m

(áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò) çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, èìåþùèõ 2r + 1 ðàâåíñòâ â îãðàíè÷åíèÿõ, è âûáðàòü
èç âñåõ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ òî, êîòîðîå ìàêñèìèçèðóåò H∗.
Îäíàêî íå âñå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (8.24) óäîâëåòâî-
ðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (8.25)�(8.26), ò.å. îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå
H â (8.24) ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò H∗ â (8.25)�(8.26) ïðè îäíèõ
è òåõ æå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ λ. Ïîýòîìó ïîñëå ðåøåíèÿ
çàäà÷è (8.24) îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ λ ïîäñòàâëÿþòñÿ â (8.26)
è çàäà÷à (8.25)�(8.26) äîëæíà áûòü ðåøåíà. Åñëè ïðè ýòîì
H 6= H∗, òî ïîëó÷åííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå λ äîëæíî áûòü
óäàëåíî èç ñïèñêà âîçìîæíûõ ðåøåíèé. Åñëè H = H∗, òî ïî-
ëó÷åííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå λ ÿâëÿåòñÿ êàíäèäàòîì íà �êî-
íå÷íîå� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (8.24). Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî C2r+1

2r+m çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (8.25)�(8.26)
äîëæíû áûòü äîïîëíèòåëüíî ðåøåíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîãëà-
ñîâàííîñòè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.

256



Èñïîëüçîâàíèå êðàéíèõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìóì â çàäà÷å (8.19) äîñòèãàåòñÿ â
îäíîé èç êðàéíèõ òî÷åê π(x) ∈ extr(M) è ìàêñèìóì â çàäà÷å
(8.20) äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç êðàéíèõ òî÷åê π(z) ∈ extr(M).
Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ G = minπ∈M Eπu(λ). Òîãäà (8.18)
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê (ñì. ðàçäåë 8.3.1)

η ·G+ (1− η)EMu(λ)→ max
λ,G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ G ∈ R, λ · 1 = 1 è

G ≤
m∑
j=1

(
n∑
s=1

usjλs · π(x)
j

)
, π(x) ∈ extr(M). (8.27)

Çàìåòèì, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êðàéíèõ
òî÷åê π(z), ò.å.

η ·G+ (1− η)
m∑
j=1

(
n∑
s=1

usjλs · π(z)
j

)
→ max

λ
.

Òàê êàê òî÷íî íåèçâåñòíî, êàêàÿ èç òî÷åê π(z) îáåñïå÷èâà-
åò ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè, òî ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü ìíî-
æåñòâî çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îäíèìè è òåìè
æå îãðàíè÷åíèÿìè (8.27), íî ñ ðàçëè÷íûìè öåëåâûìè ôóíê-
öèÿìè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé êðàéíåé òî÷-
êîé π(z) èç ìíîæåñòâà extr(M) è èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
λ(z), çàâèñÿùåå îò ñîîòâåòñòâóþùåé êðàéíåé òî÷êè π(z). Â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé {λ(z)}
äëÿ âñåõ êðàéíèõ òî÷åê. �Êîíå÷íîå� îïòèìàëüíîå ðåøåíèå λ∗

âûáèðàåòñÿ èç ìíîæåñòâà {λ(z)} òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ áûëà áû ìàêñèìàëüíîé.

Â èòîãå äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íåîáõîäèìî íàéòè âñå êðàé-
íèå òî÷êè ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèéM è ðåøèòü äëÿ êàæäîé
òî÷êè îòäåëüíî çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 8.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêñïåðò ïðåäîñòàâëÿåò äâå îöåí-
êè äëÿ òðåõ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû: ñðåäíåå ñîñòîÿíèå íàõîäèòñÿ ìåæ-
äó ω1 è ω2; âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ω3 ìåíüøå 0.3. Ýòà èíôîðìàöèÿ
ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îãðàíè÷åíèé:

1 ≤ Eπω ≤ 2, 0 ≤ EπI{3}(ω) ≤ 0.3.
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Òàáëèöà 8.3. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

ω1 ω2 ω3

a1 6 3 1
a2 2 7 4

Çäåñü I{3}(ω) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1,
åñëè ω = ω3, à òàêæå 0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Èñïîëüçóÿ
ââåäåííûå îãðàíè÷åíèÿ, èñõîäíûå äàííûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:
r = 2, m = 3, b1 = 1, b1 = 2, b2 = 0, b2 = 0.3. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè
ïîêàçàíà â òàáë. 8.3.

Ïóñòü η = 0.6. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè (8.24) çàïèñûâàåòñÿ êàê

η {c+ c1 − 2d1 + 0c2 − 0.3d2}+ (1− η)H → max
c,v,C,D,V,W,λ,H

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c, v,H ∈ R,C,D,V,W ∈ R2
+ è

c+ 1 (c1 − d1) + 0 (c2 − d2) ≤ 6λ1 + 2λ2,

c+ 2 (c1 − d1) + 0 (c2 − d2) ≤ 3λ1 + 7λ2,

c+ 3 (c1 − d1) + 1 (c2 − d2) ≤ 1λ1 + 4λ2,

v + 1 (v1 − w1) + 0 (v2 − w2) ≥ 6λ1 + 2λ2,

v + 2 (v1 − w1) + 0 (v2 − w2) ≥ 3λ1 + 7λ2,

v + 3 (v1 − w1) + 1 (v2 − w2) ≥ 1λ1 + 4λ2,

v + 2v1 − 1w1 + 0.3v2 − 0w2 ≥ H,
λ1 + λ2 = 1.

Òàê êàê çàäà÷à èìååò 5 ïåðåìåííûõ v, v1, w1, v2, w2 (äëÿ êàæäîé
ïîäçàäà÷è (8.25)�(8.26)), òî ÷èñëî çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü ðåøåíû, ðàâíî C5

7 = 21. Çàìåíÿÿ
ñèìâîëû �≥� â íåðàâåíñòâàõ, ñîäåðæàùèõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíó èç
ïåðåìåííûõ v, v1, w1, v2, w2 ñèìâîëîì �=�, ìîæíî çàïèñàòü 21 çàäà-
÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè äî-
ñòèãàåòñÿ, åñëè v1 = v2 = 0 è

v + 1 (v1 − w1) + 0 (v2 − w2) = 6λ1 + 2λ2,

v + 2 (v1 − w1) + 0 (v2 − w2) = 3λ1 + 7λ2,

v + 3 (v1 − w1) + 1 (v2 − w2) = 1λ1 + 4λ2.

Ïðè ýòîì λ1 = 8/9, λ2 = 1/9, H = 50/9 è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè ðàâíî 4.289. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî òàêîå æå ðåøåíèå èìååò
ìåñòî äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ êîìáèíàöèé ðàâåíñòâ â îãðàíè÷åíèÿõ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíûì, íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (8.25)�(8.26) ñ
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Ðèñ. 8.1. Èëëþñòðàöèÿ îãðàíè÷åíèé íà ñèìïëåêñå âåðîÿòíîñòåé

λ = (8/9, 1/9) è ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé H è H∗. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàäà÷à (8.25)�(8.26) ïðèíèìàåò âèä

H∗ = v + 2v1 − 1w1 + 0.3v2 − 0w2 → min
v,vk,wk

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ v ∈ R, vk, wk ∈ R+ è

v + 1 (v1 − w1) + 0 (v2 − w2) ≥ 6 · 8
9

+ 2 · 1
9
,

v + 2 (v1 − w1) + 0 (v2 − w2) ≥ 3 · 8
9

+ 7 · 1
9
,

v + 3 (v1 − w1) + 1 (v2 − w2) ≥ 1 · 8
9

+ 4 · 1
9
.

Îòñþäà H∗ = 50/9 è H = H∗. Ñëåäîâàòåëüíî, λ = (8/9, 1/9) �
îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ.

Íàéäåì òåïåðü îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ, èñïîëüçóÿ
êðàéíèå òî÷êè. Ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèéM, êîòîðîå îáðàçîâàíî
äâóìÿ ýêñïåðòíûìè îöåíêàìè, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ åäèíè÷íîãî ñèì-
ïëåêñà âåðîÿòíîñòåé ðàçìåðíîñòè 3 è ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.1. Êàê âèä-

íî èç ðèñ. 8.1, ìíîæåñòâîM èìååò 4 êðàéíèå òî÷êè (π(l)
1 , π

(l)
2 , π

(l)
3 ),

l = 1, ..., 4:

(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0.7, 0, 0.3), (0.3, 0.4, 0.3).

Òîãäà ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ìîæíî çàïèñàòü êàê
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Òàáëèöà 8.4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ

l G λ1 λ2 0.6Eπu(λ) + 0.4Eπu(λ)
1 31/9 8/9 1/9 4.289
2 22/7 2/7 5/7 4.229
3 303/80 5/8 3/8 3.787
4 303/80 5/8 3/8 3.787

ηG+ (1− η)×

×
(

(6π(l)
1 + 3π(l)

2 + 1π(l)
3 )λ1 + (2π(l)

1 + 7π(l)
2 + 4π(l)

3 )λ2

)
→

→ max
λ1,λ2,G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ1, λ2 ∈ R+ è

(6 · 1 + 3 · 0 + 1 · 0)λ1 + (2 · 1 + 7 · 0 + 4 · 0)λ2 ≥ G,
(6 · 0 + 3 · 1 + 1 · 0)λ1 + (2 · 0 + 7 · 1 + 4 · 0)λ2 ≥ G,

(6 · 0.7 + 3 · 0 + 1 · 0.3)λ1 + (2 · 0.7 + 7 · 0 + 4 · 0.3)λ2 ≥ G,
(6 · 0.3 + 3 · 0.4 + 1 · 0.3)λ1 + (2 · 0.3 + 7 · 0.4 + 4 · 0.3)λ2 ≥ G,

λ1 + λ2 = 1.

Ðåøàÿ 4 çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
âñåì çíà÷åíèÿì l = 1, ..., 4, ìû âûáèðàåì ñòðàòåãèþ (λ1, λ2), êî-
òîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 8.4. Êàê âèäíî èç ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ,
îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ � (λ1, λ2) = (8/9, 1/9).

Âûáîð òîãî èëè èíîãî ïîäõîäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòè-
ìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàìåòðà
îñòîðîæíîñòè çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-
÷è [119]. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòðà-
òåãèè â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì çàäà÷ îïòèìèçàöèè,
êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøèòü, è ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé â êàæ-
äîé çàäà÷å. Åñëè ÷èñëî êðàéíèõ òî÷åê äîñòàòî÷íî áîëüøîå,
òî ïåðâûé ïîäõîä ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïî ñðàâíåíèþ ñî âòî-
ðûì. Íàïðèìåð, åñëè èìåþùàÿñÿ èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèÿõ
ïðèðîäû {ω1, ..., ωm} îãðàíè÷åíà íåñêîëüêèìè òî÷êàìè, ñêà-
æåì r òî÷êàìè ωl(1), ..., ωl(r), r � m, íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé, òî ÷èñëî êðàéíèõ òî÷åê ðàâíî
l(1)×(l(2)−l(1))×...×(l(r)−l(r−1)) è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî
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áîëüøèì. Â òî æå âðåìÿ, èñïîëüçóÿ ïåðâûé ïîäõîä, íåîáõîäè-
ìî ðåøèòü C2r+1

2r+m çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (8.24),
èìåþùèõ 2m+2r+2r îãðàíè÷åíèé è 2r+1 ïåðåìåííûõ, à òàê-
æå C2r+1

2r+m çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (8.25)�(8.26),
èìåþùèõ m + 2r îãðàíè÷åíèé è 2r + 1 ïåðåìåííûõ. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïåðâûé ïîäõîä ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî r áëèçêî ê m, ò.å. ìû íå çíàåì òîëüêî íåáîëüøîå
÷èñëî òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû.
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî êðàéíèõ òî÷åê â ýòîì ñëó÷àå ìàëî, íî
÷èñëî îãðàíè÷åíèé â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïåðâîìó ïîäõîäó, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Òîãäà âòîðîé
ïîäõîä ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðè òàêîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè
äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ïîèñê îïòèìàëüíîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè äëÿ ðàññìîòðåííîãî
êðèòåðèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûõ ñëîæíîñòåé. Îí ñâî-
äèòñÿ ê òîìó, ÷òî äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ ak âû÷èñëÿåòñÿ íèæ-
íÿÿ EMuk è âåðõíÿÿ EMuk ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè.
Íèæíÿÿ ãðàíèöà âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ îäíîé èç
äâóõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (8.6) èëè (8.7)�(8.8).
Âåðõíÿÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèåì îäíîé èç äâóõ
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïðÿìàÿ çàäà÷à
îïòèìèçàöèè ñîâïàäàåò ñ çàäà÷åé (8.6) ïðè çàìåíå îïåðàöèè
�min� íà �max�. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñîâïàäàåò
ñ çàäà÷åé (8.25)�(8.26) ïðè çàìåíå uj(λ) íà ukj . Äàëåå îïòè-
ìàëüíîå äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (8.3).

8.4. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå

8.4.1. Îáùèé ïîäõîä ê ïåññèìèñòè÷åñêîìó ïðèíÿòèþ
ðåøåíèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû
ïðåäñòàâëåíà â âèäå âåêòîðà ÷èñëà íàáëþäåíèé êàæäîãî ñî-
ñòîÿíèÿ n = (n1, ..., nm), òàê ÷òî n1 + ... + nm = N , ò.å. ìû
íàáëþäàåì i-å ñîñòîÿíèå ni ðàç. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âå-
ðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðèðîäû π = (π1, ..., πm) ÿâëÿþòñÿ ñëó-
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÷àéíûìè è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå. Îáîçíà÷èì ñíîâà

ur = min
i=1,...,m

uri, ur = min
i=1,...,m

uri.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 5.2 äëÿ
îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå, ìîæíî íàéòè îñòîðîæíûå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è äëÿ ÷èñòîé è ñìåøàííîé ñòðàòåãèé.

×èñòàÿ ñòðàòåãèÿ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé. Â ýòîì ñëó÷àå îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü Eπur äåéñòâèÿ ñ íî-
ìåðîì r ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïðè
óñëîâèè, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé πi èìåþò ðàñïðåäåëåíèå
Äèðèõëå ñ ïëîòíîñòüþ p(π). Â äàëüíåéøåì çàâèñèìîñòü îæè-
äàåìîé ïîëåçíîñòè îò ïàðàìåòðà s ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå áó-

äåì îáîçíà÷àòü E(s)
π ur. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíî-

ñòè, ìîæíî íàéòè áåçóñëîâíóþ îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü:

E(s)ur =
∫
S(1,m)

m∑
i=1

(uriπi) p(π)dπ =

=
m∑
i=1

uri

(∫
S(1,m)

πip(π)dπ

)
.

Çäåñü S(1,m) � âíóòðåííÿÿ îáëàñòü åäèíè÷íîãî ñèìïëåêñà
ðàçìåðíîñòè m. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ åñòü ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(s)
p πi âåðîÿòíîñòè πi â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïëîòíîñòüþ p(π). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

E(s)ur =
m∑
i=1

uri · E(s)
p πi.

Â òî æå âðåìÿ èç ñâîéñòâ ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ñëåäóåò, ÷òî

E(s)
p πi =

ni + sti
N + s

,

ãäå ti � àïðèîðíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå πi.
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Òîãäà

E(s)ur =
m∑
i=1

uri ·
ni + sti
N + s

.

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ýòó îæèäàåìóþ ïîëåçíîñòü ìîæíî áûëî
áû çàïèñàòü ñðàçó, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé
ñîáûòèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì Äèðèõëå. Èç îáîá-
ùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé
è âåðõíåé ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè íåîáõîäèìî ðåøèòü
ñëåäóþùèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

E(s)ur = inf
t∈S(1,m)

E(s)ur, E
(s)

ur = sup
t∈S(1,m)

E(s)ur.

Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ E(s)ur ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(s)ur =
1

N + s

m∑
i=1

urini +
s

N + s

m∑
i=1

uriti.

Òàê êàê êðàéíèå òî÷êè ñèìïëåêñà èìåþò âèä (1, 0, ..., 0),
(0, 1, ..., 0),..., (0, 0, ..., 1), òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ýòèõ òî÷åê. Òîãäà

E(s)ur =
1

N + s

(
m∑
i=1

urini + s · ur

)
, (8.28)

E(s)
ur =

1
N + s

(
m∑
i=1

urini + s · ur

)
. (8.29)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè N = 0, ò.å. ïðè îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî
âåðîÿòíîñòíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû, òî èìååì

E(s)ur = ur, E
(s)

ur = ur.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êðèòåðèþ Âàëüäà è îïòèìèñòè÷åñêîìó êðè-
òåðèþ ñîîòâåòñòâåííî, à íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ôóíêöèè ïîëåçíî-
ñòè íå çàâèñÿò îò s. Åñëè N → ∞ è ni = πiN , i = 1, ...,m,
ò.å. èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ
î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû, òî ïîëó÷àåì

E(s)ur = E(s)
ur =

m∑
i=1

uriπi.
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Ýòî ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíî-
ñòè.

Ïåññèìèñòè÷åñêîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
äåéñòâèå k ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ r ∈ {1, ..., n}
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (8.1). Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå
äåéñòâèå îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé íèæíåé ãðàíèöåé îæè-
äàåìîé ïîëåçíîñòè, ò.å. ïîèñêîì íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ öåëå-
âîé ôóíêöèè èç n âîçìîæíûõ çíà÷åíèé

1
N + s

(
m∑
i=1

urini + s · ur

)
→ max

r=1,...,n
.

Ïåðåïèøåì äàííóþ çàäà÷ó â ñëåäóþùåì âèäå:(
γ

m∑
i=1

uriπi + (1− γ)ur

)
→ max

r=1,...,n
, (8.30)

ãäå πi = ni/N è γ = N/(N + s), γ ∈ [0, 1].
Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êðèòåðèÿ îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû è êðèòåðèÿ ìàêñèìèíà. Ïðè ýòîì γ → 1 ïðè N →∞
è γ = 0 ïðè N = 0, ò.å. ÷åì áîëüøå âûáîðêà, òåì áîëüøå
äîâåðèå ê êðèòåðèþ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, ÷òî èíòóèòèâíî
ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì.

Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè òåõ æå èñõîä-
íûõ äàííûõ, íî ïðè óñëîâèè âûáîðà îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé
ñòðàòåãèè λ = (λ1, ..., λn). Òîãäà àíàëîãè÷íî ÷èñòîé ñòðàòåãèè
îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü E(s)u(λ) èìååò âèä

E(s)u(λ) =
∫
S(1,m)

m∑
i=1

(u(λ, ωi) · πi) p(π)dπ =

=
m∑
i=1

u(λ, ωi) · E(s)
p πi =

m∑
i=1

u(λ, ωi) ·
ni + sti
N + s

.
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Çäåñü u(λ, ωi) =
∑n

r=1 λruri. Èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ìîäåëü
Äèðèõëå äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö îæèäà-
åìîé ïîëåçíîñòè, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

E(s)u(λ) = inf
t∈S(1,m)

E(s)u(λ), E(s)
u(λ) = sup

t∈S(1,m)
E(s)u(λ).

Ïåññèìèñòè÷åñêîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî
äåéñòâèå λ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ λ âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå (8.2). Òîãäà îïòèìàëüíîå äåéñòâèå λ∗ ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ìàêñèìèçàöèåé íèæíåé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè
E(s)u(λ) ïðè óñëîâèÿõ λ · 1 = 1, λr ≥ 0, r = 1, ..., n. Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìè-
çàöèè:

inf
t∈S(1,m)

m∑
i=1

n∑
r=1

uriλr ·
ni + sti
N + s

→ max
λ

(8.31)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1, λr ≥ 0, r = 1, ..., n.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó,

ðàññìîòðåííîìó ðàíåå â ðàçäåëå 8.3.1. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ
äàííîé íåëèíåéíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ââåäåì íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ G = inft∈S(1,k) E(s)u(λ). Òîãäà çàäà÷à (8.31) ïåðåïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî ñ
áåñêîíå÷íî áîëüøèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé

max
λ,G

G (8.32)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ ∈ Rn+, G ∈ R, λ · 1 = 1,

G ≤
m∑
i=1

n∑
r=1

uriλr ·
ni + sti
N + s

, t ∈ S(1,m). (8.33)

Òàê êàê îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èñêàòü ñðå-
äè êðàéíèõ òî÷åê ñèìïëåêñà S(1,m), òî ÷èñëî îãðàíè÷åíèé
ìîæíî îãðàíè÷èòü è ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå âåêòîðà t, êîòî-
ðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó extr(S(1,m)) (ìíîæåñòâî êðàé-
íèõ òî÷åê ñèìïëåêñà S(1,m))

(1, 0, ..., 0), (0, 1, ..., 0), ..., (0, 0, ..., 1). (8.34)
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Îòñþäà îãðàíè÷åíèÿ (8.33) ïðèíèìàþò âèä

G ≤
n∑
r=1

(
λr

m∑
i=1

uri
ni + s · 1j(i)

N + s

)
, j = 1, ...,m.

Çäåñü 1j(i) = 1, åñëè j = i, èíà÷å 1j(i) = 0. Ïîñëåäíåå îãðà-
íè÷åíèå ìîæíî óïðîñòèòü

G ≤ 1
N + s

n∑
r=1

λr

(
s · urj +

m∑
i=1

urini

)
, j ≤ m. (8.35)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ çàäà÷ó ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ öåëåâîé ôóíêöèåé (8.32) è îãðà-
íè÷åíèÿìè (8.35) è λ · 1 = 1.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà íè ðàçó íå íàáëþäàëèñü ñîñòîÿíèÿ
ïðèðîäû, ò.å. ni = N = 0, îãðàíè÷åíèÿ (8.35) ïðèíèìàþò âèä

G ≤
n∑
r=1

λrurj , j = 1, ...,m.

Åñëè èìååòñÿ âûáîðêà áîëüøîãî îáúåìà N −→ ∞ è âå-
ðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðèðîäû πi = ni/N èçâåñòíû òî÷íî, òî,
êàê óæå áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðà-
òåãèþ ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ìíîæåñòâà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé.

Èç (8.30) ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò èç ñåáÿ ñìåñü äâóõ êðèòåðèåâ: 1 � êðèòåðèÿ ìàêñèìóìà
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ñ âåðîÿòíîñòÿìè π({ωi}), êîòîðûå çà-
ìåíåíû ñîîòâåòñòâóþùèìè îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè ni/N ,
è 2 � êðèòåðèÿ Âàëüäà. Âåñà N/(N + s) è s/(N + s) íåïî-
ñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ èìåþùåéñÿ íåîïðåäåëåííîñòüþ è çà-
âèñÿò îò ïàðàìåòðà s è ðàçìåðà âûáîðêè N . Ïîýòîìó, ñ îä-
íîé ñòîðîíû, êîãäà N = 0, ò.å. ïåðåä ïîëó÷åíèåì êàêèõ-ëèáî
íàáëþäåíèé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû, ïåññèìèñòè÷åñêèé êðèòåðèé
Âàëüäà èñïîëüçóåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ðàçìåð âûáîð-
êè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. êîãäà èìååòñÿ äîñòàòî÷íî
ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü âåðîÿòíîñòè
π(·) ñ î÷åíü ìàëîé äèñïåðñèåé, êðèòåðèé îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè èñïîëüçóåòñÿ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ âûðàæåíèå (8.30)
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êðèòåðèé Õîäæà�Ëåìàíà [48], êî-
òîðûé áûë ïðåäëîæåí â òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â êà÷åñòâå
êîìïðîìèññà ìåæäó áàéåñîâñêèì è ìèíèìàêñíûì ïîäõîäàìè.

Â òî æå âðåìÿ äåòàëüíûé àíàëèç âûðàæåíèÿ (8.30) ïîêà-
çûâàåò âîçìîæíûé íåæåëàòåëüíûé ýôôåêò. Êîãäà ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè òàêîâà, ÷òî çíà÷åíèÿ ur (ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ
ïîëåçíîñòè äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ
àëüòåðíàòèâ, òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîáêàõ âûðàæåíèÿ (8.30)
îäèíàêîâî äëÿ âñåõ r = 1, ..., n. Òîãäà ìàêñèìóì îïðåäåëÿåò-
ñÿ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî îòíîøåíèÿ

∑
uri · ni/(N + s). Íî

â ýòîì ñëó÷àå âûáîð îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâû àíàëîãè÷åí
âûáîðó ïðè ýëåìåíòàðíîì ÷àñòîòíîì ïîäõîäå, ãäå âåðîÿòíî-
ñòè π(·) çàìåíÿþòñÿ âåêòîðîì íàáëþäàåìûõ îòíîñèòåëüíûõ
÷àñòîò. Ñëåäóÿ ýòîìó, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ïðèíöèïå òàêàÿ
ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü âñåãäà ñîçäàíà äîáàâëåíèåì �ïëîõîãî�
ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû ω0 (íàïðèìåð, �êðàõ ýêîíîìèêè� â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ðàíåå ïðèìåðå îá èíâåñòèöèÿõ), êîòîðîå èìååò
òàêóþ ïîñòîÿííóþ ïîëåçíîñòü u0 äëÿ âñåõ àëüòåðíàòèâ, ÷òî
u0 < minr ur. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (êàê è â ìèíèìàêñíîì ïîäõî-
äå) îñîáîå âíèìàíèå äîëæíî áûòü óäåëåíî âûáîðó ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñíèæàåò âëèÿíèå îäíîãî èç
âàæíûõ ïðåèìóùåñòâ îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå, ïðèíöèïà
èíâàðèàíòíîñòè [132], ñîãëàñíî êîòîðîìó íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ íå çàâèñèò îò ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ
èñõîäîâ. Ýòà îñîáåííîñòü íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå ñäåëàòü
ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì.

8.4.2. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ ïàðàìåòðîì
îñòîðîæíîñòè

×èñòàÿ ñòðàòåãèÿ

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèå ïàðàìåòðà îñòîðîæ-
íîñòè ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äåéñòâèå k ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì,
åñëè äëÿ âñåõ r ∈ {1, ..., n} âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (8.3). Ïðè

ýòîì EMuk è EMur çàìåíÿþòñÿ çäåñü íà E(s)uk è E
(s)

ur ñî-
îòâåòñòâåííî. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïòèìàëüíîé ÷èñòîé ñòðà-
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òåãèè çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ
îò çàäà÷è ïåññèìèñòè÷åñêîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Èñïîëüçóÿ
(8.28)�(8.29), àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî çàïèñàòü çàäà÷ó
îïòèìèçàöèè

η

N + s

(
m∑
i=1

urini + s · ur

)
+

+
(1− η)
N + s

(
m∑
i=1

urini + s · ur

)
→ max

r=1,...,n
.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü óïðîùåíî

1
N + s

m∑
i=1

urini +
s

N + s
(η · ur + (1− η)ur)→ max

r=1,...,n
.

Ïàðàìåòð îñòîðîæíîñòè â äàííîì ñëó÷àå âûñòóïàåò â ðîëè
ïàðàìåòðà ïåññèìèçìà Ãóðâèöà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà íè
ðàçó íå íàáëþäàëèñü ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû, ò.å. ni = N = 0,
ïîëó÷àåì

η · ur + (1− η)ur → max
r=1,...,n

,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò êðèòåðèþ Ãóðâèöà. Åñëè N →∞, òî ïîëó-
÷àåì êðèòåðèé ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ïðè òî÷íûõ
âåðîÿòíîñòÿõ ñîñòîÿíèé

m∑
i=1

uriπi → max
r=1,...,n

.

Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ

Äåéñòâèå λ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ λ âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ηE(s)u(λ∗) + (1− η)E(s)
u(λ∗) ≥

≥ ηE(s)u(λ) + (1− η)E(s)
u(λ). (8.36)

Îáîçíà÷èì H = ηE(s)u(λ∗) + (1 − η)E(s)
u(λ∗). Òîãäà äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè λ∗ íåîáõîäèìî
ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:
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H = η inf
t(1)∈S(1,k)

m∑
i=1

n∑
r=1

uriλr
ni + st

(1)
i

N + s
+

+ (1− η) sup
t(2)∈S(1,k)

m∑
i=1

n∑
r=1

uriλr
ni + st

(2)
i

N + s
→ max

λ
(8.37)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1 è λr ≥ 0.
Çäåñü t(1) è t(2) � ïàðàìåòðû îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå,

îáåñïå÷èâàþùèå íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû äëÿ îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ

G = inf
t(1)∈S(1,k)

m∑
i=1

n∑
r=1

uriλr
ni + st

(1)
i

N + s
.

Òîãäà çàäà÷ó (8.37) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

H = ηG+ (1− η) sup
t(2)∈S(1,k)

m∑
i=1

n∑
r=1

uriλr
ni + st

(2)
i

N + s
→ max

λ,G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8.35) è λ · 1 = 1, λr ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà êðàéíèõ òî÷åê ñèìïëåêñà âåðîÿò-

íîñòåé, îáðàçîâàííîãî âñåìè òî÷êàìè t(2). Òàê êàê ìàêñèìóì
ïî âñåì òî÷êàì t(2) ∈ S(1,m) äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç òî÷åê
(8.34), òî âòîðîå ñëàãàåìîå öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî çàìåíèòü
íà

(1− η) max
x=1,...,m

n∑
r=1

(
λr

m∑
i=1

uri
ni + s · 1x(i)

N + s

)
=

=
1− η
N + s

max
x=1,...,m

n∑
r=1

λr

(
s · urx +

m∑
i=1

urini

)
.

Îòñþäà

H = ηG+
1− η
N + s

n∑
r=1

λr

(
s · urx +

m∑
i=1

urini

)
→ max

λ,G,x=1,...,m
.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòå-
ãèè íåîáõîäèìî ðåøèòü m çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x è âûáðàòü òî ðåøåíèå, êîòîðîå
îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè

H(x) = ηG+
1− η
N + s

n∑
r=1

(
λr(x)

(
s · urx +

m∑
i=1

urini

))
→ max

λ(x),G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8.35) è λ(x) · 1 = 1, λr(x) ≥ 0.
Çäåñü λ(x) � ðàíäîìèçèðîâàííîå äåéñòâèå, çàâèñÿùåå îò x.

Îïòèìàëüíîå äåéñòâèå λ∗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê λ∗ = λ∗(x0) ïðè

x0 = arg max
x=1,...,m

H(x).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà íè ðàçó íå íàáëþäàëèñü ñîñòîÿíèÿ
ïðèðîäû, ò.å. ïðè ni = N = 0, èìååì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè

H(x) = ηG+ (1− η)
n∑
r=1

λr(x)urx → max
λ(x),G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

G ≤
n∑
r=1

λr(x) · urj , j = 1, ...,m, λ(x) · 1 = 1.

Åñëè N →∞, òî

H(x) = ηG+ (1− η)
n∑
r=1

m∑
i=1

uriπiλr(x)→ max
λ(x),G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

G ≤
n∑
r=1

m∑
i=1

uriπiλr(x), j = 1, ...,m, λ(x) · 1 = 1.

Îãðàíè÷åíèÿ â äàííîì ñëó÷àå íå çàâèñÿò îò j è H íå çàâèñèò
îò x. Îòñþäà ñëåäóåò

H = η

n∑
r=1

m∑
i=1

uriπiλr + (1− η)
n∑
r=1

m∑
i=1

uriπiλr =

=
n∑
r=1

m∑
i=1

uriπiλr → max
λ
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Òàáëèöà 8.5. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

ω1 ω2 ω3 ω4

ñòðàòåãèÿ 1 30 19 14 10
ñòðàòåãèÿ 2 21 18 16 21
ñòðàòåãèÿ 3 5 14 20 25

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îáû÷íàÿ çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøå-

íèé ñ êðèòåðèåì ìàêñèìóìà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè è îïòè-
ìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ìíîæå-
ñòâà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé.

Èç ïðèâåäåííûõ âûâîäîâ âèäíî, ÷òî ìåòîä ðåøåíèÿ àíà-
ëîãè÷åí óæå ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ïîäõîäó äëÿ ïîèñêà îï-
òèìàëüíîãî ðàíäîìèçèðîâàííîãî äåéñòâèÿ â çàäà÷å ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé ïðè íåïîëíîé èíôîðìàöèè (ñì. ðàçäåë 8.3). Â òî æå
âðåìÿ îñîáåííîñòè îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå è ïîëó÷åí-
íûõ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðè-
ðîäû ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü îïòèìèçàöèîííûå çà-
äà÷è.

Ïðèìåð 8.2. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó âûáîðà îï-
òèìàëüíîé ñòðàòåãèè ðåìîíòà è âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøåãî îáîðó-
äîâàíèÿ èç òðåõ âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé. Èìååòñÿ 40 åäèíèö îáîðóäî-
âàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âûõîäèòü èç ñòðîÿ. Îïðåäåëèì 4 ñîñòîÿíèÿ
ïðèðîäû â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà îòêàçàâøèõ åäèíèö îáîðó-
äîâàíèÿ çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè: ω1 � îòêàçàëè 0,. . . ,10
åäèíèö; ω2 � îòêàçàëè 11,. . . ,20 åäèíèö; ω3 � îòêàçàëè 21,. . . ,30 åäè-
íèö; ω4 � îòêàçàëè 31,. . . ,40 åäèíèö. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïîêàçàíà
â òàáë. 8.5.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíî òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé: π1 = 0.22, π2 = 0.43, π3 = 0.29, π4 = 0.06
(áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âåðîÿòíîñòüþ îäíîãî ñîáûòèÿ 0.4).
Òîãäà äëÿ η = 1 ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äîëæíà áûòü ðåøåíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé
ñòðàòåãèè:

max
λ
Eπu(λ) = max

λ

3∑
r=1

λr 4∑
j=1

urjπj

 =

= max
λ

(19.43λ1 + 18.26λ2 + 14.42λ3) ,
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ1 + λ2 + λ3 = 1.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è � λ1 = 1, λ2 = 0, λ3 = 0, ò.å. îïòèìàëüíàÿ

ñòðàòåãèÿ � ïåðâàÿ. Ïðè ýòîì îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ðàâíà 19.43.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåò âîîáùå íèêàêîé èíôîðìàöèè î

ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû. Èñïîëüçóÿ ïåññèìèñòè÷åñêîå ïðèíÿòèå ðåøå-
íèé, ïîëó÷àåì:

max
λ∈R3

+,G∈R
G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ1 + λ2 + λ3 = 1,

G ≤ 30λ1 + 21λ2 + 5λ3,

G ≤ 19λ1 + 18λ2 + 14λ3,

G ≤ 14λ1 + 16λ2 + 20λ3,

G ≤ 10λ1 + 21λ2 + 25λ3.

Îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ � λ1 = 0, λ2 = 0.75, λ3 = 0.25,
à îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ðàâíà 17.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ
î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû ïîçâîëÿåò íàéòè
ðåøåíèå ñ áîëüøåé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòüþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëó÷åíû íàáëþäåíèÿ î ïîÿâëåíèè òîãî èëè
èíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû: n1 = 0, n2 = 2, n3 = 1, n4 = 0 (ýòè
÷èñëà ñãåíåðèðîâàíû ïðè ïîìîùè äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé π). Òîãäà çà-
äà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîé
ñìåøàííîé ñòðàòåãèè èìååò âèä:

max
λ,G

G

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λi ≥ 0, i = 1, 2, 3, λ1 + λ2 + λ3 = 1,

G ≤ 1
3 + s

(30s+ 52)λ1 + (21s+ 52)λ2 + (5s+ 48)λ3,

G ≤ 1
3 + s

(14 + 19(2 + s))λ1+

+ (16 + 18(2 + s))λ2 + (20 + 14(2 + s))λ3,

G ≤ 1
3 + s

(38 + 14(1 + s))λ1+

+ (36 + 16(1 + s))λ2 + (28 + 20(1 + s))λ3,

G ≤ 1
3 + s

(52 + 10s)λ1 + (52 + 21s)λ2 + (48 + 25s)λ3.
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Òàáëèöà 8.6. Îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

N (n1, n2, n3, n4) s λ1 λ2 λ3 G

0 (0, 0, 0, 0) 1 0 0.75 0.25 17
0 1 0 0 17.333

3 (0, 2, 1, 0) 1 0 1 0 17
2 0 0.75 0.25 17
0 1 0 0 22.4

5 (2, 2, 1, 0) 1 1 0 0 20.333
2 0.556 0.444 0 19.111
0 1 0 0 19.3

10 (2, 5, 2, 1) 1 0.556 0.444 0 18.576
2 0.556 0.444 0 18.27
0 1 0 0 19.4

30 (6, 14, 9, 1) 1 1 0 0 19.097
2 1 0 0 18.813

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ s = 0, 1, 2 ïîêàçàíû â òàáë. 8.6, ãäå
òàêæå ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ äîïîëíè-
òåëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, ò.å. ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèÿ N .

8.5. Íå÷åòêàÿ ìîäåëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

8.5.1. Íå÷åòêîå ìíîæåñòâî îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè

Îäíèì èç îòêðûòûõ âîïðîñîâ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííîé ìî-
äåëè Äèðèõëå, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ âûáîðà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
îñòîðîæíîñòè s. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìàëîå çíà÷åíèå ïàðàìåò-
ðà ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ðèñêà ïðèíÿòèÿ îøèáî÷íîãî ðå-
øåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óâåëè÷åíèå s äåëàåò ïðèíÿòèå ðå-
øåíèÿ ñëèøêîì ïåññèìèñòè÷åñêèì. Óîëëè [132] è Áåðíàðä [9]
ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü äâà çíà÷åíèÿ, 1 è 2, ïàðàìåòðà s.
Îäíàêî ýòîò âûáîð òàêæå íå èìååò ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îáîñíîâàíèÿ. Áîëåå òîãî, íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà s àïðèîðè áåç àíàëèçà êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ñëîæíîñòåé, ñâÿçàí-
íûõ ñ âûáîðîì çíà÷åíèÿ s, ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä [117] ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè â âèäå íå÷åòêîãî ÷èñëà [155] è

273



ïîèñêà îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ â óñëîâèÿõ íå÷åòêèõ èñõîäíûõ
äàííûõ.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåðâàëû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè äëÿ êàæ-

äîé àëüòåðíàòèâû [E(s)ur,E
(s)

ur] ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà s îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå îáðàçóþò ìíîæå-
ñòâî âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ, ò.å. äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
x è y èç óñëîâèÿ x ≤ y ñëåäóåò

[E(x)ur,E
(x)

ur] ⊆ [E(y)ur,E
(y)

ur].

Ïðè ýòîì, åñëè s→ 0, òî E(0)ur = E(0)
ur. Åñëè s→∞, òî

E(s)ur = ur,E
(s)

ur = ur.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ µ : [0,∞)→ [0, 1] ïåðåìåííîé s, óäî-
âëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: µ(0) = 1, µ(∞) = 0
è µ(s) � íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò s. Ïðèìåðàìè òàêèõ
ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ µ(s) = exp(−s), µ(s) = (1 + s)−1. Çàìå-
íÿÿ ïàðàìåòð s â âûðàæåíèÿõ äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè îáðàòíîé ôóíêöèåé µ−1(s), ïîëó÷àåì
ìíîæåñòâî âëîæåííûõ èíòåðâàëîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì µ ∈ [0, 1]. Ýòî ìíîæåñòâî
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê íå÷åòêîå ìíîæåñòâî Ẽur îæèäàå-
ìîé ïîëåçíîñòè àëüòåðíàòèâû ar ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè
µ èëè ïðîñòî íå÷åòêàÿ îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü [160, 167]. Òîãäà
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ çàïèøåì íî-
âûé êðèòåðèé, èñïîëüçóåìûé â çàäà÷àõ íå÷åòêîãî ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé. Äåéñòâèå ak ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ
r = 1, ..., n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Ẽuk ≥ Ẽur.

Î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äàííîãî êðèòåðèÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ñâÿçàíî ñ âîïðîñîì ñðàâíåíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ.
Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ñðàâíåíèÿ èëè ðàí-
æèðîâàíèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ, áîëüøèíñòâî èç êîòîðûõ îñ-
íîâàíî íà ïðåîáðàçîâàíèè íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà â ÷èñëî, íà-
çûâàåìîå èíäåêñîì ðàíæèðîâàíèÿ [155].

Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ìû èñïîëüçóåì èíäåêñ, ó÷èòûâàþùèé îáå (ëåâóþ è ïðàâóþ)
âåòâè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ñðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ñòå-
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ïåíü âëèÿíèÿ âåòâåé ðåãóëèðóåòñÿ òàê íàçûâàåìûì ïàðàìåò-
ðîì ïåññèìèçìà η. Â îáîçíà÷åíèÿõ, ââåäåííûõ äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, èíäåêñ ñðàâíåíèÿ èìååò
âèä

Rr =
∫ 1

0

(
ηE(µ)ur + (1− η)E(µ)

ur
)

dµ. (8.38)

Çäåñü η ∈ [0, 1]. Ôàêòè÷åñêè äàííûé èíäåêñ ñðàâíåíèÿ åñòü
âåñîâàÿ ñóììà ïëîùàäåé ïîä ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè ãðàôè-
êà ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè. Îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
�ñìåùåííûé� öåíòð òÿæåñòè íå÷åòêîãî ÷èñëà, ãäå ñìåùåíèå
ðåãóëèðóåòñÿ ïàðàìåòðîì η.

Òåïåðü êðèòåðèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äåéñòâèå ak ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñ-
ëè äëÿ âñåõ r = 1, ..., n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Rk ≥ Rr.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíäåêñ Rr ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü â òåðìèíàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ðàññìàòðèâàÿ µ êàê
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé [155], ìîæíî ãîâîðèòü
î òîì, ÷òî âåòâè ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ÷èñëà
ôîðìèðóþò ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé [133, 155]
ñ íèæíåé F (x) è âåðõíåé F (x) ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé X, îïðåäåëÿåìûõ êàê

F (x) =

{
0, x = E(µ)ur

1− µ(x), x = E(µ)
ur

,

F (x) =

{
µ(x), x = E(µ)ur

1, x = E(µ)
ur

.

Íèæíåå EX è âåðõíåå EX ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àé-
íîé ïåðåìåííîé X òîãäà èìåþò âèä

EX =
∫ ∞
−∞

dF (x), EX =
∫ ∞
−∞

dF (x).

Îäíàêî òå æå ñàìûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ:

EX =
∫ 1

0
E(µ)urdµ, EX =

∫ 1

0
E(µ)

urdµ.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Rr = ηEX+(1−η)EX. Ñ ýòîé òî÷êè çðå-
íèÿ ïàðàìåòð η åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïàðàìåòð îñòîðîæíî-

ñòè [73, 138], èñïîëüçóåìûé â çàäà÷àõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè
íåïîëíîé èíôîðìàöèè î âåðîÿòíîñòÿõ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Òà-
êèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî èíòåðåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåò-
ðîì ïåññèìèçìà äëÿ ðàñ÷åòà èíäåêñà ðàíæèðîâàíèÿ íå÷åòêèõ
÷èñåë è ïàðàìåòðîì îñòîðîæíîñòè â ïðèíÿòèè ðåøåíèé. Ýòî
îäíà èç ïðè÷èí, ïî÷åìó èìåííî òàêîé èíäåêñ ðàíæèðîâàíèÿ
íå÷åòêèõ ÷èñåë èñïîëüçóåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé.

Óïðîñòèì âûðàæåíèå (8.38). Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì

Ψ(s) = ηE(s)ur + (1− η)E(s)
ur.

Òîãäà

Rr = −
∫ ∞

0
Ψ(s)dµ(s).

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì:

Rr = Ψ(0)µ(0)−Ψ(∞)µ(∞) +
∫ ∞

0
µ(s)dΨ(s) =

= Ψ(0) +
∫ ∞

0
µ(s)dΨ(s).

Ïîäñòàâëÿÿ (8.28)�(8.29) â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå è óïðîùàÿ
åãî, ïîëó÷àåì:

Rr = Ar +NDr

∫ ∞
0

µ(s)(N + s)−2ds, (8.39)

ãäå

Dr = −Ar +Gr, Ar = N−1
m∑
i=1

urini,

Gr = η · ur + (1− η)ur.

Çäåñü Ar � îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü r-ãî äåéñòâèÿ ïðè óñëîâèè
íàáëþäåíèé n1, ..., nm; Gr � îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êðèòåðèåì Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðîì ïåññèìèçìà η; Dr

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðàÿ êîððåêöèÿ îæèäàåìîé
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ïîëåçíîñòè Gr, ó÷èòûâàþùàÿ âîçìîæíûé íåäîñòàòîê ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû
âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà, (8.39)
ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Rr = Ar +NDrµ(γ)
∫ ∞

0
(N + s)−2ds = Ar +Drµ(γ),

ãäå γ ∈ [0,∞).
Îòñþäà

Rr = Ar · (1− µ(γ)) +Gr · µ(γ).

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñ Rr êàê êðèòå-
ðèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êðè-
òåðèÿ Ãóðâèöà è îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ïðè ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòî-
òàìè, ò.å. πi = ni/N .

8.5.2. Íå÷åòêàÿ ðîáàñòíàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðèðîäû â ðàìêàõ ðî-
áàñòíûõ ìîäåëåé ε-çàñîðåíèÿ [181]. Îïèñàíèå ìîäåëè ïðè-
âåäåíî â ðàçäåëå 5.2. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ìîäåëü ε-
çàñîðåíèÿ � ýòî êëàññ âñåõ âåðîÿòíîñòåé (ðàñïðåäåëåíèé), êî-
òîðûå äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ε ∈ (0, 1) è πi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ìíîæåñòâî M(ε) = {(1 − ε)πi + εqi}, ãäå qi � ïðîèçâîëüíûå
âåðîÿòíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ q1 + ...+ qm = 1. Çà-
ìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâàM(ε) ïðè ðàçëè÷íûõ ε ÿâëÿþòñÿ âëî-
æåííûìè, ò.å. M(ε1) ⊆ M(ε2) ïðè ε1 ≤ ε2. Ïîýòîìó Óîëëè
[135] ïðåäëîæèë òàê íàçûâàåìóþ íå÷åòêóþ ìîäåëü çàñîðåíèÿ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìîäåëüþ äëÿ ëþáîãî 0 ≤ ε ≤ 0 êëàññ
M(ε) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ âåðîÿòíîñòåé ñ íèæíåé ãðàíèöåé
(1− ε}πi è âåðõíåé ãðàíèöåé (1− ε}πi + ε.

Íàéäåì íèæíþþ è âåðõíþþ îæèäàåìûå ïîëåçíîñòè, ïî-
ëó÷åííûå íà îñíîâå ðàñïðåäåëåíèé èç ìíîæåñòâà M(ε). Äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ ε è qi, îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:
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E(ε)ur =
m∑
i=1

uri ((1− ε)πi + εqi) =

= (1− ε)
m∑
i=1

uriπi + ε
m∑
i=1

uriqi.

Ìèíèìèçèðóÿ è ìàêñèìèçèðóÿ E(ε)ur ïî âñåì âîçìîæíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì (q1, ..., qm) è ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî îïòèìàëü-
íûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ñðåäè êðàéíèõ òî÷åê åäè-
íè÷íîãî ñèìïëåêñà âåðîÿòíîñòåé S(1,m) ðàçìåðíîñòè m, ñî-
äåðæàùåãî âñå ðàñïðåäåëåíèÿ (q1, ..., qm), ïîëó÷èì:

E(ε)ur = (1− ε)
m∑
i=1

uriπi + εmin
qi

m∑
i=1

uriqi =

= (1− ε)
m∑
i=1

uriπi + ε · ur,

E(ε)
ur = (1− ε)

m∑
i=1

uriπi + εmax
qi

m∑
i=1

uriqi =

= (1− ε)
m∑
i=1

uriπi + ε · ur.

Èíòåðâàëû [E (ε)ur,E
(ε)

ur] ïðè ðàçëè÷íûõ ε ÿâëÿþòñÿ âëî-
æåííûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò íå÷åòêóþ îæèäàå-
ìóþ ïîëåçíîñòü Ẽur ñ ôóíêöèåé ïðèíàäëåæíîñòè µ(ε), òàêîé
÷òî µ(1) = 0 è µ(0) = 1, íàïðèìåð µ(ε) = 1− ε.

Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåííàÿ ìîäåëü Äèðèõëå èìååò òå æå
ñàìûå íèæíþþ è âåðõíþþ âåðîÿòíîñòè, ÷òî è ðîáàñòíàÿ ìî-
äåëü ε-çàñîðåíèÿ ïðè πi = ni/N è ε = s/(N + s). Òî æå ñàìîå
ìîæíî ñêàçàòü î íèæíåé è âåðõíåé îæèäàåìûõ ïîëåçíîñòÿõ.
Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòêóþ ìîäåëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ñ äâóõ òî÷åê çðåíèÿ è ñîîòâåòñòâåííî äàâàòü
ðàçëè÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ.
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8.5.3. ×àñòíûé ñëó÷àé ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè

Ðàññìîòðèì îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàâèñèìîñòè µ(s) â çàäà-
÷å ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ïóñòü µ(s) = (1+s)−1. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî s = µ−1 − 1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â (8.39) è èíòåãðè-
ðóÿ, ïîëó÷àåì:

Rr =
− lnN +N − 1

(N − 1)2 ·ArN +
−N + 1 +N lnN

(N − 1)2 ·Gr =

=
− lnN +N − 1

(N − 1)2

m∑
i=1

urini+

+
−N + 1 +N lnN

(N − 1)2 (η · ur + (1− η)ur) .

Â ðåçóëüòàòå èìååì äîñòàòî÷íî ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ èí-
äåêñà ðàíæèðîâàíèÿ Rr. Ïåðåä òåì êàê áûëè ïîëó÷åíû ñòà-
òèñòè÷åñêèå äàííûå íàáëþäåíèé, ò.å. ïðè ni = N = 0, èíäåêñ
ðàíæèðîâàíèÿ Rr ðàâåí Gr, òàê êàê

lim
N→0, ni→0

− lnN +N − 1
(N − 1)2

m∑
i=1

urini = 0,

lim
N→0

−N + 1 +N lnN
(N − 1)2 = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, Rr ñîâïàäàåò ñ êðèòåðèåì Ãóðâèöà ñ ïà-
ðàìåòðîì ïåññèìèçìà η, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ïîëíîé íåîïðåäåëåííî-
ñòè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà N → ∞, ò.å. èìååòñÿ áîëüøîé
îáúåì ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ è âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðè-
ðîäû ðàâíû πi = ni/N , i = 1, ...,m. Îòñþäà

Rr = lim
N→∞

(
− lnN +N − 1

(N − 1)2 NAr +
−N + 1 +N lnN

(N − 1)2 Gr

)
=

= Ar =
m∑
i=1

uriπi.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü ε-çàñîðåíèÿ è ïðåäïîëîæèì,
÷òî µ(ε) = 1− ε. Òàê êàê ε = s/(N + s), òî µ(s) = N/(N + s).
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Ðèñ. 8.2. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà Ẽu1 (ãðàôèê 1), Ẽu2 (ãðàôèê 2) è

Ẽu3 (ãðàôèê 3) ïðè N = 3

Îòñþäà s = N(µ−1 − 1). Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â (8.39) è
èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:

Rr = Ar +NDr

∫ ∞
0

N(N + s)−3ds = Ar +Dr/2 =

=
1
N

m∑
i=1

urini −
1

2N

m∑
i=1

urini +
1
2

(η · ur + (1− η)ur) =

=
1
2

m∑
i=1

urini/N +
1
2

(η · ur + (1− η)ur) .

Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîêàçûâàåò, ÷òî �êîìïðîìèññ� ìåæ-
äó êðèòåðèåì Ãóðâèöà è îæèäàåìîé ïîëåçíîñòüþ äëÿ ðîáàñò-
íîé ìîäåëè íå çàâèñèò îò N . Ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííàÿ ìî-
äåëü Äèðèõëå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, ÷åì ìîäåëü
ε-çàñîðåíèÿ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, òàê êàê ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìîäåëè ε-çàñîðåíèÿ ñëîæíî îïðåäåëèòü, êàê èçìåíÿòü
çíà÷åíèå ε ïðè íàêîïëåíèè ñòàòèñòè÷åñêèé èíôîðìàöèè.

Ïðèìåð 8.3. Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøåãî îáîðóäîâàíèÿ (ñì. ïðèìåð 8.2). Ðàñ-
ñìîòðèì ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿN . Ïðè ýòîì ÷èñëà ïîÿâëåíèÿ îïðåäå-
ëåííûõ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû ni, i = 1, ..., 4, ãåíåðèðóþòñÿ äàò÷èêîì
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë â ñîîòâåòñòâèè ñ òî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðî-
ÿòíîñòåé π: π1 = 0.22, π2 = 0.43, π3 = 0.29, π4 = 0.06. Ýòî ðàñ-
ïðåäåëåíèå òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ
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Ðèñ. 8.3. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà Ẽu1 (ãðàôèê 1), Ẽu2 (ãðàôèê 2) è

Ẽu3 (ãðàôèê 3) ïðè N = 5

Òàáëèöà 8.7. Èíäêñû ñðàâíåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò N è η

N (n1, ..., n4) R1 R2 R3

0 (0, 0, 0, 0) 30− 20η 21− 5η 25− 20η
3 (0, 2, 1, 0) 21.4− 6.5η 18.5− 1.6η 18.9− 6.5η
5 (2, 2, 1, 0) 24.3− 5.1η 19.3− 1.3η 15.0− 5.1η
10 (2, 5, 2, 1) 21.2− 3.5η 18.9− 0.9η 16.3− 3.5η
30 (6, 14, 9, 1) 20.3− 1.7η 18.3− 0.4η 15.3− 1.7η
∞ 19. 43 18. 26 14. 42

N → ∞. Ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ Ẽu1 (ãðà-

ôèê 1), Ẽu2 (ãðàôèê 2) è Ẽu3 (ãðàôèê 3) ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.2
(N = 3), ðèñ.8.3 (N = 5), ðèñ.8.4 (N = 10), ðèñ.8.5 (N = 30) ïðè
óñëîâèè µ(s) = (1 + s)−1. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî íå÷åòêîñòü âåëè-

÷èí Ẽu1, Ẽu2, Ẽu3 óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì N .
Òàáëèöà 8.7 ïîêàçûâàåò, êàê èíäåêñû ðàíæèðîâàíèÿ Rr çàâèñÿò

îò ïàðàìåòðà îñòîðîæíîñòè η. Î÷åâèäíî, ÷òî Rr íå çàâèñèò îò η è
îïòèìàëüíûì äåéñòâèåì ÿâëÿåòñÿ a1, åñëè èìååòñÿ ïîëíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû (N →∞).
Îïòèìàëüíûå äåéñòâèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ η è N ïîêàçàíû
â òàáë. 8.8.

Çàâåðøàÿ ðàññìîòðåíèå íå÷åòêîé ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì ýòîé
ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü óõîäà îò ñóáúåêòèâíîãî âûáî-
ðà ïàðàìåòðà s îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå. Â òî æå âðå-
ìÿ ïëàòîé çà ýòî ïðåèìóùåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñóáúåêòèâíûé âû-
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Ðèñ. 8.4. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà Ẽu1 (ãðàôèê 1), Ẽu2 (ãðàôèê 2) è

Ẽu3 (ãðàôèê 3) ïðè N = 10

Òàáëèöà 8.8. Îïòèìàëüíûå äåéñòâèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ η è N

N η

0 0.25 0.5 0.75 1
0 1 1 1 2 3
3 1 1 1 2 2
5 1 1 1 1 1
10 1 1 1 1 2
30 1 1 1 1 1
∞ 1 1 1 1 1

Ðèñ. 8.5. Íå÷åòêèå ìíîæåñòâà Ẽu1 (ãðàôèê 1), Ẽu2 (ãðàôèê 2) è

Ẽu3 (ãðàôèê 3) ïðè N = 30
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áîð ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè è êðèòåðèÿ ñðàâíåíèÿ íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâ. Îäíàêî â îòëè÷èå îò îáîáùåííîé ìîäåëè Äè-
ðèõëå â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèþ íå÷åòêèõ ìîæåñòâ â
ïðèíÿòèè ðåøåíèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêà-
öèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ îáîñíîâàííîñòè
è àðãóìåíòèðîâàííîñòè âûáðàòü ôóíêöèþ ïðèíàäëåæíîñòè è
êðèòåðèé ñðàâíåíèÿ.

8.6. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïðè íåòî÷íûõ èñõîäíûõ
äàííûõ

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí î÷åíü âàæíûé ñ ïðàê-
òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àé íåòî÷íûõ èëè èíòåðâàëüíûõ
íàáëþäåíèé èëè ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Ïðè ýòîì íåòî÷íîñòü ìî-
æåò áûòü ñëèøêîì ñóùåñòâåííîé, ÷òîáû çàìåíèòü ýòè îöåí-
êè íåêîòîðûìè òî÷å÷íûìè çíà÷åíèÿìè {ωj}. Ãîâîðÿ î íåòî÷-
íîé îöåíêå Ai ⊆ Ω ñîñòîÿíèé, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòîÿ-
íèå ïðèðîäû, êîòîðîå ðåàëèçîâàëîñü â äåéñòâèòåëüíîñòè íåèç-
âåñòíî, íî ýòî ñîñòîÿíèå íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå Ai. Èñòî÷-
íèêàìè òàêèõ îöåíîê ìîãóò áûòü êàê ýêñïåðòíûå ñóæäåíèÿ,
òàê è ñòàòèñòè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ àïïàðàòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ Äåìïñòåðà�
Øåéôåðà, èëè òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü èìååòñÿ ci èíòåðâàëüíûõ îöåíîêAi ⊆ Ω, i = 1, ...,M .
Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

∑M
k=1 ck = N . Åñëè ñîñòîÿíèÿ

ïðèðîäû ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè, òî öåëåñîîáðàçíî òàêæå ââå-
ñòè ìíîæåñòâî Ji èíäåêñîâ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû, ïðèíàäëåæà-
ùèõ Ai, ò.å. Ai = {ωj : j ∈ Ji}.

8.6.1. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé
äîâåðèÿ

Òàê êàê òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû íåèçâåñòíî, òî î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî èíòåðâàë îæè-
äàåìîé ïîëåçíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íà îñíîâå èìåþùåé-
ñÿ èíôîðìàöèè â ôîðìå ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ Ai ⊆ Ω. Ïðè
ýòîì åñëè èçâåñòíû áàçîâûå âåðîÿòíîñòè m(Ai) = ci/N ñîîò-
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âåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ Ai, i = 1, ...,M , òî íèæíÿÿ è âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíî-
ñòè (îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè) â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñòîé
ñòðàòåãèè ìîãóò áûòü íàéäåíû íà îñíîâå èíòåãðàëà Øîêå
(Choquet) [12, 80]

EMur =
∑
Ak⊆Ω

min
i:ωi∈Ω

uri ·m(Ai), (8.40)

EMur =
∑
Ak⊆Ω

max
i:ωi∈Ω

uri ·m(Ai). (8.41)

Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ñìåøàííîé
ñòðàòåãèè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû âû-
÷èñëÿþòñÿ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíî-
ñòè. Äàëåå ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ñðàâíåíèþ èíòåðâàëîâ
[EMur,EMur] äëÿ âñåõ r è èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäîâ, ðàññìîò-
ðåííûõ â ðàçäåëå 8.3.

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé äîâåðèÿ
ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èñïîëüçî-
âàíèÿ ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì
áîëåå îáùóþ çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

8.6.2. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ

Íàëè÷èå èíòåðâàëîâ èëè ïîäìíîæåñòâ ñîñòîÿíèé ïðèðî-
äû â êà÷åñòâå èñõîäíîé èíôîðìàöèè äåëàåò ýôôåêòèâíûì
èñïîëüçîâàíèå òåîðèè Äåìïñòåðà�Øåéôåðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâû. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ÷àñòîòíî-
ãî îïðåäåëåíèÿ äëÿ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé â ðàìêàõ òåîðèè
Äåìïñòåðà�Øåéôåðà èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ, ðàññìîòðåííûõ
âûøå (ñì. ðàçäåë 5.2). Äëÿ èõ óñòðàíåíèÿ áûëè ïðåäëîæå-
íû ðàñøèðåííûå ôóíêöèè äîâåðèÿ, îñíîâàííûå íà èñïîëüçî-
âàíèè îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå. Àíàëîãè÷íûå íåäîñòàòêè
èìåþò ìåñòî è ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàí-
äàðòíûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì èñïîëüçîâà-
íèå ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ïðè èíòåðâàëüíûõ èñõîäíûõ äàííûõ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû
[118, 120].
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Îäíî èç ñâîéñòâ ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè äîâå-
ðèÿ ñ íîâûìè áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
åñëè èìååòñÿ íàáîð ñîáûòèé Ai ñ áàçîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè
m(Ai) = ci/N , òî íîâûå áàçîâûå âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ
êàêm∗(Ai) = m(Ai)·N/(N+s). Êðîìå òîãî, äîáàâëÿåòñÿ áàçî-
âàÿ âåðîÿòíîñòüm∗(Ω) = s/(N+s) îöåíêè, îõâàòûâàþùåé âñå
ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû. Ïîäñòàâëÿÿ íîâûå áàçîâûå âåðîÿòíîñòè â
(8.40), ìîæíî ïîëó÷èòü íèæíþþ ãðàíèöó îæèäàåìîé ïîëåçíî-
ñòè Eur. Òîãäà îïòèìàëüíîå äåéñòâèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ÷è-
ñòîé ñòðàòåãèè ar, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâî Eur ≥ Euk
äëÿ âñåõ k = 1, ..., n, îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà-
÷è îïòèìèçàöèè:

Eur =
1

N + s

(
s · ur +

M∑
k=1

ck · min
ωi∈Ak

uri

)
→ max

r∈{1,...,n}
. (8.42)

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü çàïèñàíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ
îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè (8.42) ìîæåò áûòü ðåøåíà ïåðåáî-
ðîì çíà÷åíèé r ∈ {1, ..., n} è âûáîðîì íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ
íèæíåé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Çäåñü ïàðàìåòð s îòðàæàåò
íåêîòîðóþ ñòåïåíü ïåññèìèçìà â ïðèíÿòèè ðåøåíèé. Òàê, ïðè
s = 0, ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü îïòèìèñòè÷åñêèì.
Â òî æå âðåìÿ óâåëè÷åíèå s ïðèâîäèò ê áîëåå ïåññèìèñòè÷íî-
ìó èëè îñòîðîæíîìó ðåøåíèþ.

Ïðåèìóùåñòâà ðàñøèðåííîé çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
âûòåêàþò èç ñâîéñòâ ðàñøèðåííûõ ôóíêöèé äîâåðèÿ, îñíî-
âàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå. Ðàñ-
ñìîòðèì íåñêîëüêî íàèáîëåå èëëþñòðàòèâíûõ ñèòóàöèé ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé.

Îäèí èç ãëàâíûõ íåäîñòàòêîâ èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ
ôóíêöèé äîâåðèÿ â ïðèíÿòèè ðåøåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî íåíàáëþäàåìûå ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû èìåþò íóëåâóþ âå-
ðîÿòíîñòü. Åñëè áû ìû èìåëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íàáëþäå-
íèé, òî ôàêò íóëåâîé âåðîÿòíîñòè íåíàáëþäàåìûõ ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû ìîã áû áûòü ïðèíÿò. Îäíàêî åñëè ÷èñëî íàáëþäå-
íèé êîíå÷íî (è çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî ìàëî), òî äàííûé ôàêò
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ìîæåò â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðèâåñòè ê ïðîòèâîðå÷èâûì ðå-
çóëüòàòàì. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé ñ äâóìÿ àëüòåðíàòèâàìè è äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè ïðèðîäû:
A = {a1, a2}, Ω = {ω1, ω2}, ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u11 = −1000,
u12 = 1, u21 = u22 = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ òîëüêî
îäíî (M = 1) íàáëþäåíèå A1 = {ω2}. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðò-
íûå ôóíêöèè äîâåðèÿ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, s = 0), ïîëó÷èì
Eu1 = 1 è Eu2 = 0. Òàê êàê Eu1 ≥ Eu2, òî a1 ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíîé àëüòåðíàòèâîé, ò.å. ïðè ïî÷òè ïîëíîì îòñóòñòâèè èñ-
õîäíîé èíôîðìàöèè ïðèíèìàåòñÿ ñëèøêîì îïòèìèñòè÷åñêîå
ðåøåíèå. Â òî æå âðåìÿ, åñëè âçÿòü s > 0, íàïðèìåð s = 1,
Eu1 = (−1000 + 1)/2 = −499.5 è Eu2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå
îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ a2, ÷òî èëëþñòðèðóåò
ñïîñîáíîñòü îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå �ñãëàäèòü� ñëèøêîì
îïòèìèñòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Âòîðûì íåäîñòàòêîì èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ ôóíê-
öèé äîâåðèÿ â ïðèíÿòèè ðåøåíèé, ÷àñòè÷íî âûòåêàþùèì èç
ïåðâîãî, ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî áàçîâûå âåðîÿòíîñòè íå çàâè-
ñÿò íåïîñðåäñòâåííî îò îáúåìà âûáîðêè. Ðàññìîòðèì â êà÷å-
ñòâå èëëþñòðàöèîííîãî ïðèìåðà äâå âûáîðêè èç Ω = {ω1, ω2}:
îäíà � N = 1, âòîðàÿ � N = 100000. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì,
÷òî âñå íàáëþäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè è A1 = {ω2}. Ïóñòü â
ïåðâîì ñëó÷àå c1 = 1, à âî âòîðîì � c1 = 100000. Òîãäà îòíîñè-
òåëüíûå ÷àñòîòû äëÿ îáîèõ ñîñòîÿíèé ðàâíû 1/2 è îäèíàêîâû
â îáîèõ ñëó÷àÿõ. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî íåò ðàçëè÷èÿ â äâóõ
ðàññìàòðèâàåìûõ ñèòóàöèÿõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé. Õîòÿ î÷åâèäíî, ÷òî äîâåðèå ê ðåøåíèþ â ïåðâîì ñëó÷àå
íàìíîãî ìåíüøå, ÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ïðîáëåìà óñóãóáëÿåòñÿ, êîãäà èìåþòñÿ íåíàáëþ-
äàåìûå ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó, ðàññìîòðåí-
íîìó âûøå, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ N îäèíàêîâûõ îöå-
íîê âòîðîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû. Òîãäà

Eu1 =
su11 +Nu12

N + s
= −1000 · s

N + s
+

N

N + s
, Eu2 = 0.

Åñëè s = 0, òî Eu1 = 1, Eu2 = 0 íåçàâèñèìî îò N . Äðóãèìè
ñëîâàìè, íàøå ðåøåíèå a1 íå çàâèñèò îò òîãî, èìååì ëè ìû
îäíî íàáëþäåíèå (ïî÷òè ïîëíîå îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè) èëè
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10000 îäèíàêîâûõ íàáëþäåíèé (äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà). Îä-
íàêî åñëè âçÿòü s = 1, òî a1 ñòàíîâèòñÿ îïòèìàëüíûì òîëüêî
â ñëó÷àå N > 1000.

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðè-
õëå ïîçâîëÿåò îáîéòè ðÿä ïðîòèâîðå÷èâûõ ñèòóàöèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ â çàäà÷å ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íåòî÷íûõ è íåïîëíûõ èñõîäíûõ äàííûõ.
Ïîäñòàâëÿÿ íîâûå áàçîâûå âåðîÿòíîñòè m∗(Ai) è m∗(Ω) â
(8.40), ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü íèæíþþ ãðàíèöó îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè Eu(λ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eu(λ) =

=
s

N + s
· min
ωi∈Ω

u(λ, ωi) +
M∑
k=1

ck
N + s

· min
ωi∈Ak

u(λ, ωi) =

=
s

N + s
· min
i=1,...,m

u(λ, ωi) +
M∑
k=1

ck
N + s

·min
j∈Jk

u(λ, ωj). (8.43)

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå

Vk = min
j∈Jk

u(λ, ωj), k = 1, ...,M, V0 = min
j=1,...,m

u(λ, ωj)

è ïîäñòàâèì èõ â öåëåâóþ ôóíêöèþ (8.43). Òîãäà ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùèé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ λ∗ â ñëó÷àå ñìåøàííîé ñòðàòåãèè.

Åñëè âåðîÿòíîñòè m ñîñòîÿíèé ïðèðîäû îïèñûâàþòñÿ
îáîáùåííîé ìîäåëüþ Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðîì s è èíôîðìàöèÿ
î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû ïðåäñòàâëåíà â âèäå ci íàáëþäåíèé ïîä-
ìíîæåñòâ Ai = {ωj : j ∈ Ji}, i = 1, ...,M , òàê ÷òî

∑M
i=1 ci = N ,

òî îïòèìàëüíîå äåéñòâèå λ∗ ïðè âûáîðå ñìåøàííîé ñòðàòå-
ãèè, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó Eu(λ∗) ≥ Eu(λ) äëÿ âñåõ
λ, îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ:

1
N + s

(
s · V0 +

M∑
k=1

ck · Vk

)
→ max

λ
,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ V0, Vi ∈ R, λ · 1 = 1,

Vi ≤
n∑
r=1

λrurj , i = 1, ...,M, j ∈ Ji,
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V0 ≤
n∑
r=1

λrurj , j = 1, ...,m.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè, ðàññìîòðåííàÿ â àëãîðèòìå, ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé, ÷òî ïîçâîëÿåò åå ðåøèòü äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Çàäà÷à èìååò∑M

i=1 |Ji| + m + n + 1 ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé è 2m + 1 ïåðå-
ìåííûõ îïòèìèçàöèè, ãäå |Ji| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
Ji. Îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ Vi, i = 0, ...,M . Åñëè êàæäîå ïîäìíîæåñòâî Ai ñîñòîèò
èç îäíîãî ýëåìåíòà ωi è ci = ni, M = m, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ, êîòîðûé óæå áûë ðàññìîòðåí â ïàðàãðà-
ôå 8.4.1.

Ïðèìåð 8.4. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èíâåñòèöèÿõ. Ôóíêöèÿ ïîëåç-
íîñòè ïîêàçàíà â òàáë. 8.9. Òðè ýêñïåðòà ïðåäîñòàâèëè ñëåäóþ-
ùèå îöåíêè ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè: äâà ýêñïåðòà (c1 = 2) ñ÷èòàþò,
÷òî â ýêîíîìèêå áóäåò íàáëþäàòüñÿ �ñðåäíèé ïîäúåì� èëè �áûñò-
ðûé ïîäúåì� (A1 = {ω1, ω2}), îäèí ýêñïåðò (c2 = 1) ïîëàãàåò, ÷òî
áóäåò íàáëþäàòüñÿ �ñðåäíèé ïîäúåì� èëè �íåèçìåííîå ñîñòîÿíèå�
(A2 = {ω2, ω3}). Çäåñü M = 2, N = 3.

Èñïîëüçóÿ (8.42) è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî s = 1, ìîæíî âû÷èñëèòü
íèæíèå ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ:

Eu1 =
1
4

(1 ·min(6, 9, 9, 8) + 2 ·min(6, 9)+

+1 ·min(9, 9)) = 6.75,

Eu2 =
1
4

(1 ·min(12, 7, 3,−2) + 2 ·min(12, 7)+

+1 ·min(7, 3)) = 3.75,

Eu3 =
1
4

(1 ·min(7, 7, 7, 7) + 2 ·min(7, 7)+

+1 ·min(7, 7)) = 7.

Èç ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå äåéñòâèå � a3. Åñëè ïðè-
íÿòü s = 0, òî Eu1 = 7, Eu2 = 5.67, Eu3 = 7, è èìååò ìåñòî íåîäíî-
çíà÷íîñòü â âûáîðå îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ ìåæäó a1 è a3. Ïåðâûé
âûáîð îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îñòîðîæíûì ñ òî÷êè
çðåíèÿ íàëè÷èÿ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû, òàê
êàê ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé øàíñ �ñïàäà� ýêîíîìèêè ñ âîçìîæíûìè
ïîòåðÿìè (u24 = −2), êîòîðûé íå ó÷èòûâàåòñÿ, êîãäà èñïîëüçóþòñÿ
ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè äîâåðèÿ (s = 0). Åñëè ïðèíÿòü s = 2 (åùå
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Òàáëèöà 8.9. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

Áûñòðûé Ñðåäíèé Íåèçìåííîå Ñïàä
ïîäúåì ïîäúåì ñîñòîÿíèå

Îáëèãàöèè 6 9 9 8
Àêöèè 12 7 3 −2
Äåïîçèò 7 7 7 7

áîëåå îñòîðîæíûé ïîäõîä), òî Eu1 = 6.6, Eu2 = 2.6, Eu3 = 7, ò.å.
ðàçíîñòü ìåæäó Eu1 è Eu3 âîçðàñòàåò.

Íàéäåì òåïåðü îïòèìàëüíîå ðàíäîìèçèðîâàííîå äåéñòâèå ïðè
s = 1. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

max
λ∈R3

+,Vi∈R

1
4

(1 · V0 + 2 · V1 + 1 · V2)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
∑3
r=1 λr = 1 è

V1 ≤ 6λ1 + 12λ2 + 7λ3, V1 ≤ 9λ1 + 7λ2 + 7λ3,
V2 ≤ 9λ1 + 7λ2 + 7λ3, V2 ≤ 9λ1 + 3λ2 + 7λ3,
V0 ≤ 6λ1 + 12λ2 + 7λ3, V0 ≤ 9λ1 + 7λ2 + 7λ3,
V0 ≤ 9λ1 + 3λ2 + 7λ3, V0 ≤ 8λ1 − 2λ2 + 7λ3,

Îòñþäà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è � V0 = 27/4, V1 = 27/4,
V2 = 33/4, (îïòèìàëüíîå ðàíäîìèçèðîâàííîå äåéñòâèå) λ1 = 7/8,
λ2 = 1/8, λ3 = 0. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè (ìàêñè-
ìàëüíàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè) ðàâíî 7.125. Åñëè
âçÿòü s = 0, òî îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ V0 = 0, V1 = 33/4,
V2 = 27/4, λ1 = 5/8, λ2 = 3/8, λ3 = 0, à çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
7.75. Êàçàëîñü áû, ðåøåíèå ïðè s = 0 ëó÷øå, ÷åì ïðè s = 1, òàê
êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ïðè s = 0 áîëüøå, ÷åì
â ñëó÷àå s = 1. Îäíàêî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðèñêîâàííûì,
òàê êàê îíî íå ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî êîëè÷åñòâî îöåíîê î÷åíü
ìàëî.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî áûë ðàññìîòðåí òîëüêî îäèí
êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè, ó÷èòûâàþùèé íèæíþþ ãðàíèöó
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ
èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðà îñòîðîæíîñòè η ∈ [0, 1], êîòîðûé
óæå ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíåå, ïðèâîäèò ê áîëåå ñëîæíîé çàäà÷å.
Îäíàêî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è àíàëîãè÷íî òîìó, êîòîðîå áûëî
ïðåäëîæåíî â ðàçäåëå 8.3.2.
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8.7. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé â ðàìêàõ èåðàðõè÷åñêèõ
ìîäåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà

Èåðàðõè÷åñêèå ìîäåëè íåîïðåäåëåííîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà
óæå áûëè ðàññìîòðåíû â ãëàâå 6. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû ïðåäñòàâëåíà â
âèäå îöåíîê (6.1). Òàê êàê íà ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèé âåðî-
ÿòíîñòåé ïåðâîãî óðîâíÿ π ∈ R îïðåäåëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé âòîðîãî óðîâíÿ èç ìíîæåñòâà P, òî îæèäàåìàÿ ïî-
ëåçíîñòü Eπu(λ) ðàíäîìèçèðîâàííîãî äåéñòâèÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíûì ÷èñëîì, òàê ÷òî ñóùåñòâóåò íèæíÿÿ EPEπu(λ) è
âåðõíÿÿ EPEπu(λ) ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îæè-
äàåìîé ïîëåçíîñòè, ò.å. ãðàíèöû �óñðåäíåííîé� îæèäàåìîé ïî-
ëåçíîñòè. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñòîé ñòðàòåãèè äëÿ êàæ-
äîé àëüòåðíàòèâû ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàíèöû �óñðåäíåííîé�
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè EPEπur è EPEπur, r = 1, ..., n. Òà-
êèì îáðàçîì, êðèòåðèé ïåññèìèñòè÷åñêîãî ïðèíÿòèÿ4 ðåøå-
íèé äëÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äåéñòâèå λ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ λ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

EPEπu(λ∗) ≥ EPEπu(λ).

Äëÿ ÷èñòîé ñòðàòåãèè äåéñòâèå r ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì,
åñëè äëÿ âñåõ k ∈ {1, ..., n} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

EPEπur ≥ EPEπuk.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ
äëÿ ÷èñòîé ñòðàòåãèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì âû-
÷èñëåíèÿ �ñðåäíåãî� èíòåðâàëà, äåòàëüíî ðàññìîòðåííûé â
ðàçäåëå 6.4.

Çàäà÷à íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ ïðè ïîèñêå ðàíäîìèçèðî-
âàííîãî äåéñòâèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó
îïòèìèçàöèè

4Êðèòåðèé ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòà îñòîðîæíîñòè ïðèâîäèò
ê ñëèøêîì ãðîìîçäêèì âûðàæåíèÿì. Òàê êàê äëÿ ýòîãî êðèòåðèÿ àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è íå îòëè÷àåòñÿ îò àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííîãî â
ðàçäåëå 8.3.2, òî çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ïåññèìèñòè-
÷åñêîãî êðèòåðèÿ.
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EPEπu(λ)→ max
λs

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (6.1), λ · 1 = 1 è λi ≥ 0, i = 1, ..., n.
Â äâîéñòâåííîé ôîðìå çàäà÷à ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

EPEπu(λ) = max

{
c+

r∑
k=1

(
ckγk − dkγk

)}
(8.44)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c ∈ R, ck ∈ R+, dk ∈ R+, λ · 1 = 1, λi ≥ 0,
i = 1, ..., n,

c+
r∑

k=1

(ck − dk) IBk (Eπfk) ≤ min
RJ

Eπu(λ). (8.45)

Çäåñü RJ � ïîäìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé
π, îïðåäåëÿåìîå ìíîæåñòâîì ñîãëàñîâàííûõ îãðàíè÷åíèé
AcN\J ∪ AJ , J � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ, J ⊆ N = {1, 2, ...,m}
(ñì. ðàçäåë 6.4). Êàê âèäíî èç äâîéñòâåííîé çàäà÷è îïòèìè-
çàöèè, ïîèñê îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò
âû÷èñëåíèÿ �ñðåäíåãî� èíòåðâàëà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè.

Äðóãîé ïóòü ïîèñêà îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ � èñïîëüçîâà-
íèå êðàéíèõ òî÷åê (ñì. ðàçäåë 8.3.1). Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ GJ = minπ∈RJ Eπu(λ). Òîãäà

EPEπu(λ) = max

{
c+

r∑
k=1

(
ckγk − dkγk

)}
(8.46)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c ∈ R, ck ∈ R+, dk ∈ R+, λ · 1 = 1, λi ≥ 0,
i = 1, ..., n,

c+
∑
k∈J

(ck − dk) ≤ GJ , (8.47)

Eπu(λ) ≥ GJ , π ∈ RJ , ∀J ⊆ N. (8.48)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êðàé-
íèì òî÷êàì íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ RJ .
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Òàáëèöà 8.10. Ñîãëàñîâàííîñòü ìíîæåñòâ

J Ìíîæåñòâà Ñîãëàñîâàííîñòü

{1, 2} EπI{1,2}(ω) ∈ [0, 0.4],Eπω ∈ [1, 2] íåò

{1} EπI{1,2}(ω) ∈ [0, 0.4],Eπω ∈ [2, 3] åñòü

(2) EπI{1,2}(ω) ∈ [0.4, 1],Eπω ∈ [1, 2] åñòü

{∅} EπI{1,2}(ω) ∈ [0.4, 1],Eπω ∈ [2, 3] åñòü

Ïðèìåð 8.5. Äâà ýêñïåðòà îöåíèâàþò 3 ñîñòîÿíèÿ {1, 2, 3} ïðèðî-
äû (ñì. çàäà÷ó â ðàçäåëå 8.3.2): âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò íàáëþ-
äàòüñÿ ëèáî ïåðâîå, ëèáî âòîðîå ñîñòîÿíèå, ìåíüøå 0.4; â ñðåäíåì
áóäóò íàáëþäàòüñÿ ñîñòîÿíèÿ 1 è 2. Ñòåïåíü äîâåðèÿ ê ïåðâîìó
ýêñïåðòó ðàâíà 0.5. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îí ïðåäîñòàâëÿåò 50% ïðà-
âèëüíûõ îöåíîê. Ñòåïåíü äîâåðèÿ êî âòîðîìó ýêñïåðòó íàõîäèòñÿ â
ïðåäåëàõ îò 0.3 äî 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðíû áîëåå 30% ñóæäåíèé
ýòîãî ýêñïåðòà. Ýòè îöåíêè ôîðìàëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì âèäå:

Pr
{

0 ≤ EπI{1,2}(ω) ≤ 0.4
}

= 0.5,

Pr {1 ≤ Eπω ≤ 2} ∈ [0.3, 1].

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u(as, ωj) ïîêàçàíû â òàáëèöå 8.3.
Íàéäåì îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ λ∗1, λ

∗
2.

Èç òàáë. 8.10 ñëåäóåò, ÷òî R{1,2} = ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, íàõîäèì
êðàéíèå òî÷êè òîëüêî äëÿ ïîäìíîæåñòâ R{1}, R{2}, R{∅}.

Ïîäìíîæåñòâî R{1}:

{π1 = 0, π2 = 0, π3 = 1}
{π1 = 0, π2 = 0.4, π3 = 0.6}
{π1 = 0.4, π2 = 0, π3 = 0.6}

Ïîäìíîæåñòâî R{2}:

{π1 = 1, π2 = 0, π3 = 0}
{π1 = 0, π2 = 1, π3 = 0}
{π1 = 0.5, π2 = 0, π3 = 0.5}

Ïîäìíîæåñòâî R{∅}:

{π1 = 0, π2 = 1, π3 = 0}
{π1 = 0.5, π2 = 0, π3 = 0.5}
{π1 = 0, π2 = 0.4, π3 = 0.6}
{π1 = 0.4, π2 = 0, π3 = 0.6}
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ:

EPEπu(λ) = max {c+ 0.5c1 − 0.5d1 + 0.3c2 − 1d2}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci ≥ 0, di ≥ 0, λi ≥ 0, i = 1, 2, λ1 + λ2 = 1,

c+ 1 · (c1 − d1) + 0 · (c2 − d2) ≤ G{1},
c+ 0 · (c1 − d1) + 1 · (c2 − d2) ≤ G{2},
c+ 0 · (c1 − d1) + 0 · (c2 − d2) ≤ G{∅},

(λ1 + 4λ2) · 1 ≥ G{1},
(3λ1 + 7λ2) · 0.4 + (λ1 + 4λ2) · 0.6 ≥ G{1},
(6λ1 + 2λ2) · 0.4 + (λ1 + 4λ2) · 0.6 ≥ G{1},

(6λ1 + 2λ2) · 1 ≥ G{2},
(3λ1 + 7λ2) · 1 ≥ G{2},

(6λ1 + 2λ2) · 0.5 + (λ1 + 4λ2) · 0.5 ≥ G{2},
(3λ1 + 7λ2) · 1 ≥ G{∅},

(6λ1 + 2λ2) · 0.5 + (λ1 + 4λ2) · 0.5 ≥ G{∅},
(3λ1 + 7λ2) · 0.4 + (λ1 + 4λ2) · 0.6 ≥ G{∅},
(6λ1 + 2λ2) · 0.4 + (λ1 + 4λ2) · 0.6 ≥ G{∅}.

Ðåøåíèå çàäà÷è:

c = 3.143, G{1} = G{2} = G{∅} = 3.143,
c1 = c2 = d1 = d2 = 0,
λ∗1 = 0.2857, λ∗2 = 0.7143.

�Îñòîðîæíûå� ñòåïåíè äîâåðèÿ ê ýêñïåðòíûì îöåíêàì ìî-
ãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîé ìîäåëè
Äèðèõëå (ñì. ðàçäåë 6.7).

Ïðèìåð 8.6. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá èíâåñòèöèÿõ. Ôóíêöèÿ ïîëåç-
íîñòè ïîêàçàíà â òàáëèöå 8.9. Øåñòü ýêñïåðòîâ äàëè ñëåäóþùèå
îöåíêè î ñîñòîÿíèè ýêîíîìèêè: äâà ýêñïåðòà ñ÷èòàþò, ÷òî �ñðåäíèé
ïîäúåì� áóäåò íàáëþäàòüñÿ ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ, ÷åì �íåèçìåí-
íîå ñîñòîÿíèå�; òðè ýêñïåðòà ñ÷èòàþò, ÷òî �ñïàä� ÿâëÿåòñÿ áîëåå âå-
ðîÿòíûì, ÷åì �áûñòðûé ïîäúåì�; îäèí ýêñïåðò ïîëàãàåò, ÷òî �íåèç-
ìåííîå ñîñòîÿíèå� ÿâëÿåòñÿ áîëåå âåðîÿòíûì, ÷åì �ñðåäíèé ïîäú-
åì�. Çäåñü N = 6 è ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû
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� (p1, ..., p4). Èìåþùèåñÿ îöåíêè ìîãóò áûòü ôîðìàëüíî çàïèñàíû
êàê p2 > p3, p4 > p1, p3 > p2 èëè êàê p2 − p3 > 0, p4 − p1 > 0,
p3 − p2 > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûìè, è
íåâîçìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ïðèðîäû,
óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì óñëîâèÿì (îöåíêàì) îäíîâðåìåííî. Ïîýòî-
ìó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èåðàðõè÷åñêóþ ìîäåëü è âåðîÿòíîñòè
âòîðîãî óðîâíÿ.

Îïðåäåëèì òðè ïîäìíîæåñòâà M1, M2, M3 ðàñïðåäåëåíèé
(p1, ..., p4), îáðàçîâàííûå êàæäîé îöåíêîé ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî óðîâíÿ îïðåäå-
ëèì, äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé i è j âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Mi ⊆ Mj è
Mi ∩Mj = ∅. Î÷åâèäíî, ÷òîM1 ∩M3 = ∅, òàê êàê ïåðâàÿ îöåí-
êà ïðîòèâîðå÷èò òðåòüåé (p2 > p3 è p3 > p2). Ïîýòîìó M1  M3

è M3  M1. Ðàññìîòðèì óñëîâèå M1 ⊆ M2. Äëÿ åãî ïðîâåðêè
íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min(max) (p4 − p1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ pi ≥ 0, i = 1, ..., 4,

p2 > p3, p1 + p2 + p3 + p4 = 1.

Îòñþäà p4 − p1 ∈ (−1; 1). Îäíàêî p2 − p3 ∈ (0; 1) è (−1; 1)  (0; 1).
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óñëîâèåM1  M2. Àíàëîãè÷íî ïîëó-
÷èì

M2  M1, M2 ∩M1 6= ∅, M3  M2,

M2  M3, M2 ∩M3 6= ∅.

Åñëè s = 1, òî ãðàíèöû âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî óðîâíÿ ðàâíû:

P (M1|1) = 2/7, P (M1|1) = 6/7,

P (M2|1) = 3/7, P (M2|1) = 1,

P (M3|1) = 1/7, P (M3|1) = 5/7.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè g, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîé íåîáõîäè-
ìî íàéòè äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, âûáèðàåòñÿ îæèäàåìàÿ ïîëåç-
íîñòü Eπur, ò.å. g = Eπur. Òåïåðü êðèòåðèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äåéñòâèå k ÿâëÿåòñÿ îï-
òèìàëüíûì, åñëè äëÿ âñåõ r ∈ {1, ..., 4} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
EPEπuk ≥ EPEπur. Çäåñü

EPEπur = min
P
Eπur,

P � ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé âòîðîãî óðîâíÿ.
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Ïóñòü J = {1, 2, 3}. Òîãäà

min
RJ

Eπur = min
p

4∑
i=1

uripi,

max
RJ

Eπur = max
p

4∑
i=1

uripi

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

p1 + p2 + p3 = 1,
p2 − p3 > 0,
p4 − p1 > 0,
p3 − p2 > 0,

1 ≤ 1p1 + 2p2 + 3p3 ≤ 2.

Çàäà÷è íå èìåþò ðåøåíèÿ è R{1,2,3} = ∅. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðî-
àíàëèçèðîâàòü âñå ïîäìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ âîç-
ìîæíûìè ìíîæåñòâàìè èíäåêñîâ J è íàéòè íèæíèå è âåðõíèå ãðà-
íèöû äëÿ Eur, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî äîïîëíåíèå ê
ìíîæåñòâóMi, îáðàçîâàííîìó íåðàâåíñòâîì pj−pk > 0, ôîðìèðó-
åòñÿ íà îñíîâå íåðàâåíñòâà pj − pk ≤ 0. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîãëàñî-
âàííûå ìíîæåñòâà è íèæíèå ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè òðåõ
àëüòåðíàòèâ ïîêàçàíû â òàáë. 8.11.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ìîæíî çàïèñàòü çàäà÷ó ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé �óñðåäíåííîé�
ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ïåðâîãî äåéñòâèÿ

EEu1 = max
c0,ci,di

(
c0 +

2
7
· c1 −

6
7
· d1 +

3
7
· c2−

−d2 +
1
7
· c3 −

5
7
· d3

)
,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ci, di ∈ R+, c0 ∈ R, i = 1, 2, 3,

c0 + (c2 − d2) + (c3 − d3) ≤ 7,
c0 + (c1 − d1) + (c2 − d2) ≤ 7,

c0 + (c1 − d1) ≤ 6,
c0 + (c2 − d2) ≤ 7,
c0 + (c3 − d3) ≤ 6,

c0 ≤ 6.

Îòñþäà EPEπu1 = 6.428. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì óñðåäíåí-
íûå ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî äåéñòâèé
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Òàáëèöà 8.11. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè

J Eu1 Eu2 Eu3

{2, 3} 7 −2 7
{1, 2} 7 −2 7
{1} 6 5 7
{2} 7 −2 7
{3} 6 3 7
{∅} 6 5 7

EPEπu2 = −2, EPEπu3 = 7. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûì äåéñòâè-
åì ÿâëÿåòñÿ òðåòüå.

8.8. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïðè èçâåñòíîì òèïå
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé ïðèðî-
äû õàðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûì äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
âåðîÿòíîñòåé èçâåñòíîãî òèïà, íàïðèìåð áèíîìèàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì èëè ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà. Òèï ðàñïðåäåëå-
íèÿ çà÷àñòóþ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí èç ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà. Îäíàêî ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãóò áûòü íåîïðåäåëåííûìè. Ïóñòü
α = (α1, ..., αt) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ íåêîòîðîãî äèñêðåòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ π(ω, α). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî αi ∈ R. Åñ-
ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýêñïåðòû ïðåäîñòàâëÿþò íåêîòîðûå
íåòî÷íûå è íåíàäåæíûå ñâåäåíèÿ î ïàðàìåòðàõ, òî ïîëó÷à-
åì èåðàðõè÷åñêóþ ìîäåëü âòîðîãî ïîðÿäêà, ðàññìîòðåííóþ â
ðàçäåëå 6.8, ãäå ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé ñàìè âûñòóïàþò
êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íåêîòîðûì íåèçâåñòíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Â îáùåì ñëó÷àå åñëè âåêòîð ïà-
ðàìåòðîâ èìååò ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ, òî ýêñ-
ïåðòíûå îöåíêè ôîðìàëüíî çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

γ
ij
≤ Eρfij(αi) ≤ γij , i = 1, ..., t, j = 1, ..., ri. (8.49)

Çäåñü ri � ÷èñëî îöåíîê, êàñàþùèõñÿ i�ãî ïàðàìåòðà; fij �
ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíôîðìàöèè îá ýòîì ïàðàìåòðå,
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ïðåäîñòàâëåííîé j�ì ýêñïåðòîì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíà-
ëîãîì (8.49) ÿâëÿþòñÿ îöåíêè (6.40).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû ãðàíèöû ïàðàìåòðîâ [αi, αi],
i = 1, ..., t, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Âíóòðè ýòèõ èíòåðâàëîâ ïàðà-
ìåòð èìååò íåèçâåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρi. Òàêèì îá-
ðàçîì, èìååì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé π(ωj , α), îïðåäåëÿåìîå ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè. Òîãäà
îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ðàíäîìèçèðîâàííîãî äåéñòâèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ îäíîé ðåàëèçàöèè âåêòîðà α, èìååò âèä

Eπu(λ, α) =
m∑
j=1

(u(λ, ωj) · π(ωj , α)) .

Óñðåäíÿÿ îæèäàåìûå ïîëåçíîñòè Eπu(λ, α) ïî âñåì âîçìîæ-
íûì âåêòîðàì α, ïîëó÷èì:

EρEπu(λ, α) =
∫

Ωt

 m∑
j=1

(u(λ, ωj) · π(ωj , α))

 ρ(α)dα.

Çäåñü Ωt = [α1, α1]× ...× [αt, αt].
Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïåññèìèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàíäîìèçèðîâàííîå äåé-
ñòâèå λ∗ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

LEP (Eπu(λ∗, α)) ≥ LEP (Eπu(λ, α)) . (8.50)

Çäåñü P � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïëîòíîñòåé ρ(α), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì

γ
ij
≤ Eρfij(αi) ≤ γij , i = 1, ..., t, j = 1, ..., ri,

èëè

γ
ij
≤
∫ αi

αi

fij(αi)ρi(αi)dαi ≤ γij , i = 1, ..., t, j = 1, ..., ri.

Òîãäà îïòèìàëüíîå äåéñòâèå λ∗ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ðå-
øåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

LEP (Eπu(λ, α))→ max
λ

(8.51)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1, λv ≥ 0, v = 1, ..., n.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíôîðìàöèÿ î íåçàâèñèìîñòè ïà-

ðàìåòðîâ îòñóòñòâóåò, ò.å. ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ρ(α) íå ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ìàðãèíàëüíûõ ïëîò-
íîñòåé, òî äëÿ çàäà÷è (8.51) ìîæíî çàïèñàòü äâîéñòâåííóþ
çàäà÷ó (ñì. àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ â ðàçäåëå 8.3.1)

LEP (Eπu(λ, α)) =

= max

c+
t∑

k=1

rk∑
j=1

(
ckjγkj − dkjγkj

) (8.52)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c ∈ R, ckj ∈ R+, dkj ∈ R+, ∀α ∈ Ωt,

c+
t∑

k=1

rk∑
j=1

(ckj − dkj) fkj(αi) ≤ Eπu(λ, α), (8.53)

λ · 1 = 1, λv ≥ 0, v = 1, ..., n. (8.54)

Ïðèâåäåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, èìåþùåé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé. Îäíà-
êî äëÿ ìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷à (8.52)�(8.54) ìîæåò
áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíà. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå âàæíûé
è ðåàëèñòè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà ýêñïåðòû ïðåäîñòàâëÿþò t èí-
òåðâàëîâ B1, ..., Br íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è îöåíêà êàæäî-
ãî ýêñïåðòà õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ γkj èëè
èíòåðâàëîì âåðîÿòíîñòåé [γ

ij
, γij ]. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì,

÷òî t = 1 è α = (α), ò.å. èìååòñÿ òîëüêî îäèí íåèçâåñòíûé ïà-
ðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ π(ωj , α). Òàêæå çàìåíèì îáîçíà÷åíèå
r1 íà r. Äðóãèìè ñëîâàìè, îãðàíè÷åíèÿ (8.49) ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ êàê

γ
j
≤
∫ α

α
IBj (α)ρ(α)dα ≤ γj , j = 1, ..., r.

Òîãäà çàäà÷à (8.52)�(8.54) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

LEP (Eπu(λ, α)) = max

{
c+

r∑
k=1

(
ckγk − dkγk

)}
(8.55)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8.54), c ∈ R, ck, dk ≥ 0,

c+
r∑

k=1

(ck − dk) IBk(α) ≤ Eπu(λ, α), ∀α ∈ [α, α]. (8.56)

Îáîçíà÷èì äâîè÷íûé âåêòîð i = (i1, ..., ir), ij ∈ {0, 1}. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè âåêòîðà i, èíòåðâàë
B = [α, α] âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α ìîæåò áûòü ðàçäåëåí
íà 2r ïîäûíòåðâàëîâ B(1), ..., B(2r) òàê, ÷òî i�é ïîäûíòåðâàë
îáðàçóåòñÿ êàê

B(i) =
r⋂

k=1

{
Bk, ik = 1
Bc
k, ik = 0

.

Ïóñòü L ⊆ {1, ..., 2r} � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ íåïóñòûõ
ïîäûíòåðâàëîâ B(j) 6= ∅. Òîãäà èç âñåõ îãðàíè÷åíèé (8.56),
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäûíòåðâàëó B(j), îñòàâëÿåì òîëüêî îäíî
îãðàíè÷åíèå

c+
r∑

k=1

(ck − dk) ik ≤ min
α∈B(j)

Eπu(λ, α). (8.57)

Îòñþäà ïðè òîé æå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷à (8.55)�(8.56)
èìååò íîâûå îãðàíè÷åíèÿ (8.57) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé i.

Ââåäåì ïåðåìåííóþ Gj = minα∈B(j) Eπu(λ, α). Òîãäà çàäà-
÷à ñ öåëåâîé ôóíêöèåé (8.55) è îãðàíè÷åíèÿìè (8.57) ìîæåò
áûòü ïåðåïèñàíà êàê

LEP (Eπu(λ∗, α)) = max

{
c+

r∑
k=1

(
ckγk − dkγk

)}
(8.58)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8.54), c ∈ R, ck, dk ≥ 0,

c+
r∑

k=1

(ck − dk) ik ≤ Gj , ∀i, (8.59)

Eπu(λ, α) ≥ Gj , ∀α ∈ B(j), ∀i. (8.60)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà áîëåå ïðîñòàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íî ñíîâà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì îãðàíè÷å-
íèé. Îäíàêî åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ Eπu(λ, α) ÿâëÿåòñÿ
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ìîíîòîííîé ïî α, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ãðàíè÷-
íûå òî÷êè èíòåðâàëîâ B(j). Îãðàíè÷åíèÿ (8.60) ìîãóò áûòü
òåïåðü çàïèñàíû êàê

m∑
j=1

(
n∑
v=1

(u(av, ωj)λv) · π(ωj)

)
≤ Gj

èëè
n∑
v=1

 m∑
j=1

(u(av, ωj)π(ωj))

λv ≤ Gj .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ëèíåéíû ïî îòíîøåíèþ ê ïå-
ðåìåííûì λv.

Ïðèìåð 8.7. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðè ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû {1, 2, 3}
â çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 8.3.2, õàðàêòåðèçóþòñÿ áèíîìè-
àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

π(ωj , α) =
(

3− 1
j − 1

)
αj−1(1− α)3−j−1, j = 1, 2, 3.

Äâà ýêñïåðòà ïðåäîñòàâèëè ñëåäóþùèå äâå îöåíêè ïàðàìåòðà
α ∈ [0, 1]:

1) ïàðàìåòð α íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [0.8, 1];

2) ïàðàìåòð α íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [0.7, 1].

Äîâåðèå ê îöåíêàì ïåðâîãî ýêñïåðòà ðàâíî 0.5; äîâåðèå ê îöåí-
êàì âòîðîãî ýêñïåðòà íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 0.3 äî 1. Ôîðìàëüíî
ïðèâåäåííàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê5∫ 1

0

I[0.8,1](α)ρ(α)dα = 0.5,

∫ 1

0

I[0.7,1](α)ρ(α)dα ∈ [0.3, 1].

Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïîêàçàíà â òàáë. 8.3. Íàéäåì ìíîæåñòâî èí-
äåêñîâ L ⊆ {1, 2, 3, 4}. Èç òàáëèöû 8.12 ñëåäóåò, ÷òî L = {1, 3, 4}.

5Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè òî÷íûõ ñòåïåíÿõ äîâåðèÿ ê îöåíêàì
ýêñïåðòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè ñâèäåòåëüñòâ äëÿ îáðà-
áîòêè ýòèõ îöåíîê.
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Òàáëèöà 8.12. Ïåðåñå÷åíèÿ èíòåðâàëîâ

i Èíòåðâàëû Íåïóñòîé

(1, 1) [0.8, 1] ∩ [0.7, 1] äà

(1, 0) [0.8, 1] ∩ [0, 0.7] íåò

(0, 1) [0, 0.8] ∩ [0.7, 1] äà

(0, 0) [0, 0.8] ∩ [0, 0.7] äà

Îïðåäåëèì λ1, λ2. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ λ1, λ2

èìååò âèä

LEP (Eπu(λ, α)) = max {c+ 0.5c1 − 0.5d1 + 0.3c2 − 1d2}

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ1 + λ2 = 1, λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0, c ∈ R, ck, dk ∈ R+,

c+ 1 · (c1 − d1) + 1 · (c2 − d2) ≤ G1,

c+ 0 · (c1 − d1) + 1 · (c2 − d2) ≤ G3,

c+ 0 · (c1 − d1) + 0 · (c2 − d2) ≤ G4,(
α2 − 6α+ 6

)
λ1 +

(
10α− 8α2 + 2

)
λ2 ≥ G1, α ∈ [0.8, 1],(

α2 − 6α+ 6
)
λ1 +

(
10α− 8α2 + 2

)
λ2 ≥ G3, α ∈ [0.7, 0.8],(

α2 − 6α+ 6
)
λ1 +

(
10α− 8α2 + 2

)
λ2 ≥ G3, α ∈ [0, 0.7].

Ðåøàÿ çàäà÷ó ïðèáëèæåííî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé α, ïî-
ëó÷àåì

c = 3.636, G1 = 2.773, G3 = G4 = 3.636,
c1 = c2 = d2 = 0, d1 = 0.864,
λ1 = 0.409, λ2 = 0.591.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíîå ðàíäîìèçèðîâàííîå äåéñòâèå �
(0.408, 0.591).

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñòîé ñòðàòåãèè
îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî òàêæå ðå-
øèòü n çàäà÷ îïòèìèçàöèè (8.55)�(8.56) äëÿ êàæäîãî âåêòîðà
ui, i = 1, ..., n, íî áåç èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé, ñâÿçàííûõ
ñ ðàñïðåäåëåíèåì λ.

8.9. Çàêëþ÷åíèå

Êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ïðè-
íÿòèþ ðåøåíèé â ýòîé ãëàâå, íåïîëíîòà èíôîðìàöèè, ñ îä-
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íîé ñòîðîíû, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò àëãîðèòìû ïîèñêà îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, ÷òî, î÷åâèäíî, ñâÿçàíî ñ áîëåå ñëîæíûì
îïèñàíèåì èìåþùåéñÿ íåòî÷íîñòè è íåíàäåæíîñòè èñõîäíûõ
äàííûõ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷àå-
ìûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå îñòîðîæíûìè è àäåêâàòíûìè.
Îíè áîëåå òîíêî ó÷èòûâàþò îòñóòñòâèå òî÷íîé èíôîðìàöèè,
î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò ïàðàäîêñ Ýëëñáåðãà è åãî ðàññìîòðåíèå
ìåòîäàìè, ó÷èòûâàþùèìè íåïîëíîòó èíôîðìàöèè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìíîãèå êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé, îïèñàííûå â ðàçäåëå 8.2, íàïðèìåð êðèòåðèé Óîëëè èëè
êðèòåðèé Ëåâè, íå ðàññìàòðèâàëèñü â äàííîé ãëàâå. Ïðè÷èíîé
ýòîãî ïðåæäå âñåãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóò-
ñòâóþò ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè êðèòåðèÿìè è òåìè ìî-
äåëÿìè íåîïðåäåëåííîñòè è íåòî÷íîñòè, êîòîðûå ïðèìåíÿëèñü
çäåñü äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Ìíîãèå âîïðîñû ïðè-
ìåíåíèÿ ýòèõ êðèòåðèåâ è ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé íà èõ îñíîâå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ îòêðû-
òûìè, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé ê íèì èíòåðåñ. Áîëåå òîãî,
íåîáõîäèìî ïðèçíàòü, ÷òî äàæå ðàññìîòðåííûå â ýòîé ãëàâå
êðèòåðèè áûëè ïðèìåíåíû ê äîñòàòî÷íî ïðîñòûì (êëàññè÷å-
ñêèì) çàäà÷àì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ÷òî, êîíå÷íî, îáóñëîâëåíî
ñëîæíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ íåòî÷íîñòè è íåïîë-
íîòû èñõîäíûõ äàííûõ. Èõ ðàçâèòèå è îáîáùåíèå íà áîëåå
ñóùåñòâåííûå ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåìû � ýòî
çàäà÷è, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøàòü â áóäóùåì.



Ãëàâà 9

Ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïðè íåïðåðûâíîì

ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ïðèðîäû è

èíòåðâàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàñ÷åòû äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìíî-
æåñòâ � ìåíåå òî÷íûé èíñòðó-
ìåíò, ÷åì äëÿ êîíå÷íûõ. Ïàñòóø-
êà, êîòîðàÿ ñìîæåò ïåðåñ÷èòàòü
ñòàäî èç ñîòíè îâåö, óçíàåò, ÷òî
âîëê óíåñ îäíó. Íî â ñëó÷àå áåñêî-
íå÷íîãî ñòàäà îíà íå çàìåòèò ýòî-
ãî, ïîêà íå ïðîïàäóò âñå åå îâöû.

Ïèòåð Êàìåðîí

9.1. Íåïðåðûâíûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïðèðîäû
è p-áëîêè

Äî ñèõ ïîð áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ïðèðî-
äû êîíå÷íî. Ïðè ýòîì óñëîâèè äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ïî-
èñê îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ ñâîäèëñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ è êîíå÷íûì
÷èñëîì îãðàíè÷åíèé. Çàäà÷à ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ, åñëè
÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðèðîäû áåñêîíå÷íî, à ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè
è òî÷íî íåèçâåñòíû.

Ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ïîèñêó îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ â
óñëîâèÿõ íåïîëíîòû èíôîðìàöèè áûëè ðàññìîòðåíû âûøå.
Êàæäûé èç ýòèõ ïîäõîäîâ ïðÿìî èëè êîñâåííî îñíîâàí íà âû-
áîðå íåêîòîðîãî �îïòèìàëüíîãî� ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
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ñîñòîÿíèé ïðèðîäû èç ìíîæåñòâàM âñåõ âîçìîæíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé, ñîãëàñîâàííîãî ñ èìåþùåéñÿ íåïîëíîé èíôîðìàöè-
åé, è çàòåì âû÷èñëåíèè íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì �îïòèìàëüíûì� ðàñïðåäå-
ëåíèåì. Ïðè ýòîì �îïòèìàëüíîå� ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿëîñü
ïðÿìî èëè êîñâåííî ÷åðåç êðàéíèå òî÷êè îáëàñòè äîïóñòèìûõ
ðåøåíèé M. Îäíàêî ïðè áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé
ïðèðîäû ÷èñëî êðàéíèõ òî÷åê ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî, ÷òî
äåëàåò ðåøåíèå çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñëîæíûì. Àíàëèçà ìíîæå-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé M ìîæíî èçáåæàòü, åñëè èñïîëüçîâàòü
äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâàM
ïåðåõîäèò â áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé, ÷òî òàêæå íå âñå-
ãäà ïîçâîëÿåò åå ðåøèòü ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Ïîýòîìó íèæå ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé èñõîäíûõ äàí-
íûõ î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû, êîãäà ìíîæåñòâî M çàäàåòñÿ
âåðõíåé è íèæíåé ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
èëè â âèäå p-áëîêîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè
òàêîé ìîäåëè ìíîãèå çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîãóò áûòü
ðåøåíû äàæå â ÿâíîì âèäå. Áîëåå òîãî, íåîáõîäèìî îòìåòèòü,
÷òî ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòîé çàäà÷åé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ,
åñëè ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà âñåì ìíî-
æåñòâå çíà÷åíèé. Îäíàêî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ìîæåò íàðó-
øàòüñÿ. Êèíè è Ðàéôà [157] ïðèâîäÿò ïðèìåð íåìîíîòîííîé
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, õàðàêòåðèçóþùåé ïðîöåíò ñîäåðæàíèÿ
ñàõàðà â êðîâè. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé �íîðìàëüíûé� ïðîöåíò
ñàõàðà â êðîâè, è îòêëîíåíèå îò ýòîãî çíà÷åíèÿ ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î âîçìîæíîì çàáîëåâàíèè. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ïî-
ëåçíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå
�íîðìàëüíîãî� ïðîöåíòà ñàõàðà.

Ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè íàòàëêèâàåòñÿ íà ðÿä ñëîæíîñòåé. Òåì
íå ìåíåå èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.
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9.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â òåðìèíàõ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå X, õàðàêòåðèçóþùåé ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû, ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå íèæíåãî F è âåðõíåãî F ðàñïðåäåëåíèé âå-
ðîÿòíîñòåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðîå �èñòèííîå� òî÷íîå
ðàñïðåäåëåíèå F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íå èçâåñòíî, íî ýòî
ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ

F (x) ≤ F (x) ≤ F (x), ∀x ∈ R. (9.1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F è F ìîãóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ãðàíèöû äëÿ ìíîæåñòâà òî÷íûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé F . Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè,
ïàðà ðàñïðåäåëåíèé F è F íàçûâàåòñÿ èíîãäà â ëèòåðàòóðå
�p-áëîêîì� [13], åñëè óñëîâèå (9.1) âûïîëíÿåòñÿ. Îáîçíà÷èì
ìíîæåñòâîM âñåõ ðàñïðåäåëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(9.1),M = [F , F ].

Òàê êàê òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå íå èçâåñòíî, òî òîëüêî íèæ-
íÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (îæèäàå-
ìîé ïîëåçíîñòè) ôóíêöèè h(X) (ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè) ìîãóò
áûòü íàéäåíû. Â ðàáîòàõ [131, 133] ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíèöû
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ
âû÷èñëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëîâ Øîêå

Eh = inf
F≤F≤F

∫
R
h(x)dF (x), Eh = sup

F≤F≤F

∫
R
h(x)dF (x). (9.2)

Çäåñü îïòèìèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðàñïðå-
äåëåíèÿì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (9.1), ò.å. ñóùåñòâóåò
íåêîòîðîå �îïòèìàëüíîå� ðàñïðåäåëåíèå ñðåäè ìíîæåñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïîëó÷àåì íèæíþþ ãðà-
íèöó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à òàêæå ñóùåñòâóåò íåêîòî-
ðîå �îïòèìàëüíîå� ðàñïðåäåëåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì
ïîëó÷àåì âåðõíþþ ãðàíèöó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïî-
ýòîìó çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ñâî-
äèòñÿ ê ïîèñêó ýòèõ îïòèìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèâåäåííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðè-
áëèæåííî ðåøåíà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, çàìåíèâ íåïðåðûâ-
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íûå ðàñïðåäåëåíèÿ F ìíîæåñòâîì èç N òî÷åê F (xi) = zi,
i = 1, ..., N . Ïðè ýòîì çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ Eh è Eh çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ N ïåðå-
ìåííûìè îïòèìèçàöèè

E∗h = inf
N∑
k=1

h(xk)zk, E
∗
h = sup

N∑
k=1

h(xk)zk

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

zk ≥ 0, i = 1, ..., N,
N∑
k=1

zk = 1,

i∑
k=1

zk ≤ F (xi),
i∑

k=1

zk ≥ F (xi), i = 1, ..., N.

Çäåñü zk, k = 1, ..., N � ïåðåìåííûå îïòèìèçàöèè, îïòèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè �îïòèìàëüíîé�
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè; E∗h è E∗h � ïðèáëèæåííûå ãðàíèöû
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h.

Ýòîò ïóòü îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ íàòàëêèâàåòñÿ íà âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè, êîãäà çíà-
÷åíèå N ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Äåéñòâèòåëüíî, çàäà-
÷à îïòèìèçàöèè èìååò N ïåðåìåííûõ è 3N+1 îãðàíè÷åíèé. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïðèíèìàÿ ìàëûå çíà÷åíèÿ N , ìû ïîâûøàåì
ðèñê ïîëó÷åíèÿ ñëèøêîì ïðèáëèæåííûõ, à òàêæå íåâåðíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðè âûáîðå îïòèìàëüíîé àëüòåðíàòèâû â çàäà÷å
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
F çàâèñèò îò ôîðìû ôóíêöèè h è ýòîò ôàêò ìîæåò ïîìî÷ü
â ïîèñêå áîëåå ýôôåêòèâíûõ è ïðîñòûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ
Eh è Eh.

9.3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â òåðìèíàõ íåïðåðûâíûõ
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ

Ôîðìàëüíî ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê îòîáðàæåíèå Γ èç âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà â ìíî-
æåñòâî ìîùíîñòè Po(X) äðóãîãî ïðîñòðàíñòâà X (ñì. ðàçäåë
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2.3). Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæå-
íèåì [24]. Íèæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîñòðàíñòâî âåðîÿò-
íîñòåé [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà è Po(X) áóäåò èçìåðèìûì ïîä-
ìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà R.

Ïóñòü äàíî ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèé
â èíòåðâàëå [F , F ]. Èíòåðâàë Aγ = [a∗γ , a∗γ ] îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ

a∗γ := sup{x ∈ [ainf , asup] : F (x) < γ} = F
−1(γ),

a∗γ := inf{x ∈ [ainf , asup] : F (x) > γ} = F−1(γ).

Îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòàõ [13, 25,
60], íà íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî R, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî çàäàíèå
èíòåðâàëà [F , F ] äëÿ ìíîæåñòâà ðàñïðåäåëåíèé ýêâèâàëåíòíî
çàäàíèþ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà ñ ðàâíîìåðíîé
ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè íà [0, 1] è îòîáðàæåíèåì

Γ(γ) = Aγ = [a∗γ , a∗γ ] γ ∈ [0, 1].

Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü äàííîãî îòîáðàæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî îíî ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâà (9.2) è èíòåãðàë
Øîêå â èíòåãðàë Ëåáåãà, à èìåííî

EF ,Fh =
∫ 1

0
inf
x∈Aγ

h(x) dγ, (9.3)

EF ,Fh =
∫ 1

0
sup
x∈Aγ

h(x) dγ. (9.4)

Ïîèñê àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ â îáùåì
ñëó÷àå òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé, íî ïðèáëèæåíèÿ
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íî ïðîñòî, çàäàâàÿ êîíå÷íîå
÷èñëî óðîâíåé γi. Îäíàêî, àíàëîãè÷íî ïîäõîäó ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäëàãàåìîå ÷èñëåííîå
ðåøåíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê îøèáî÷íîìó ïðèíÿòèþ ðåøåíèé.

9.4. Ìîíîòîííûå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ h
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà âñåì ìíîæåñòâå åå çíà÷åíèé. Åñëè h
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ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âûðàæå-
íèÿ [133]:

Eh =
∫

R
h(x)dF (x), Eh =

∫
R
h(x)dF (x). (9.5)

Åñëè h ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, òî [133]

Eh =
∫

R
h(x)dF (x), Eh =

∫
R
h(x)dF (x). (9.6)

Ïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàþò âû÷èñ-
ëåíèÿ, òàê êàê äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíî-
ñòè èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,
ò.å. ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ
ðàñïðåäåëåíèÿìè F è F .

Èñïîëüçóÿ (9.3)�(9.4), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèè h:

Eh =
∫ 1

0
h(a∗γ)dγ, Eh =

∫ 1

0
h(a∗γ)dγ,

è äëÿ íåâîçðàñòàþùåé ôóíêöèè h

Eh =
∫ 1

0
h(a∗γ)dγ, Eh =

∫ 1

0
h(a∗γ)dγ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì (9.5)�(9.6). Çäåñü îæèäàåìûå ïî-
ëåçíîñòè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíè-
ÿìè îòîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 9.1. Èìååòñÿ 1000$ äëÿ èíâåñòèðîâàíèÿ â àêöèè èëè îá-
ëèãàöèè (ñì. àíàëîãè÷íûé ïðèìåð 7.1). Àêöèè � ôèíàíñîâûå àê-
òèâû, âîçâðàò êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî-
ñòåé, îãðàíè÷åííûì ðàâíîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ñ îæèäàåìûì
âîçâðàòîì 4% è 6%, à òàêæå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì
2/
√

3%. Âîçâðàò ïî îáëèãàöèÿì íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ðàâåí 5%.
Ïðåäïîëàãàÿ , ÷òî ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, íå ñêëîííî ðèñêî-
âàòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè îò óðîâíÿ äîõîäà w
îïðåäåëÿåòñÿ êàê x(w) =

√
w. Òîãäà

Eàêöèèh =
1

0.06− 0.02

∫ 0.06

0.02

√
1000(1 + x)dx = 32.249,
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Eàêöèèh =
1

0.08− 0.04

∫ 0.08

0.04

√
1000(1 + x)dx = 32.557,

Eîáëèãàöèèh = Eîáëèãàöèèh =
√

1000(1 + 0.05) = 32.4.

Ïðèíèìàÿ ïàðàìåòð ïåññèìèçìà γ = 0.6, ïîëó÷èì âåñîâûå ñóììû
ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè êàê �ñðåäíèõ� çíà÷åíèé èíòåðâàëîâ
è ñðàâíèì èõ 1

γEàêöèèh+ (1− γ)Eàêöèèh = 32.372 < Eîáëèãàöèèh = 32.4.

Îòñþäà èíâåñòèðîâàíèå â îáëèãàöèè ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïðè óñëîâèè
çàäàííîãî ïàðàìåòðà ïåññèìèçìà.

9.5. Ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ñ îäíèì ìàêñèìóìîì
èëè ìèíèìóìîì

Èññëåäóåì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ h èìååò îäèí ìàêñèìóì
(ìèíèìóì) â òî÷êå a ∈ R, ò.å. h(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà
èíòåðâàëå (−∞, a] è óáûâàåò (âîçðàñòàåò) íà èíòåðâàëå [a,∞).

Óòâåðæäåíèå 9.1. Åñëè ôóíêöèÿ h èìååò îäèí ìàêñèìóì

â òî÷êå a ∈ R, òî ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ h(X)
íà [F , F ] èìåþò âèä:

Eh = h(a)
[
F (a)− F (a)

]
+

+
∫ a

−∞
h(x)dF (x) +

∫ ∞
a

h(x)dF (x), (9.7)

Eh =

[∫ F
−1

(α)

−∞
h(x)dF (x) +

∫ ∞
F−1(α)

h(x)dF (x)

]
. (9.8)

Âûðàæåíèÿ (9.7)�(9.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíò-

íîé ôîðìå

Eh =

F (a)∫
0

h(a∗γ)dγ + [F (a)− F (a)]h(a) +

1∫
F (a)

h(a∗γ)dγ, (9.9)

1Âîïðîñ ñðàâíåíèÿ äâóõ èíòåðâàëîâ èëè èíòåðâàëà ñ òî÷íûì ÷èñëîì
íåîäíîçíà÷íûé. Â ïðèìåðå èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà ñðàâíåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íàÿ êðèòåðèþ Ãóðâèöà ñ ïàðàìåòðîì îïòèìèçìà 1−γ, áåç äåòàëüíîãî
îáîñíîâàíèÿ ñàìîé ïðîöåäóðû, òàê êàê ýòî íå ÿâëÿåòñÿ âîïðîñîì äàííîãî
ðàçäåëà.
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Ðèñ. 9.1. Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ)
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Eh =

α∫
0

h(a∗γ)dγ +

1∫
α

h(a∗γ)dγ, (9.10)

ãäå α � îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ

h
(
F
−1(α)

)
= h

(
F−1(α)

)
. (9.11)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ èìååò ñêà÷îê â òî÷êå a (ñì. ðèñ. 9.1). Ýòîò ôàêò
áûë óæå îòìå÷åí Êóçíåöîâûì [161].

Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íèæíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååò èíòåðâàë
ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ α (îáëàñòü íóëåâûõ çíà÷åíèé ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, èëè �ãîðèçîíòàëü-
íûé� ñêà÷îê), êîòîðûé íàêðûâàåò òî÷êó a (ñì. ðèñ. 9.2).

Åñëè ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî
òî÷êè ìàêñèìóìà a, ò.å. äëÿ âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå h(a− x) = h(a+ x), òî α â (9.7)�(9.11) íå çàâèñèò îò âèäà
ôóíêöèè h è îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

a− F−1(α) = F−1(α)− a. (9.12)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèÿ (9.5)�(9.6) ìîæíî ïîëó÷èòü èç
(9.7)�(9.8), ïðèíèìàÿ a → ∞. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé
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Ðèñ. 9.2. Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ)
äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

F−1(α) ≥ a → ∞ è α → 1 ñëåäóåò, ÷òî F
−1(α) → ∞, è ïî-

ëó÷àåì (9.5)�(9.6). Äðóãèìè ñëîâàìè, âûðàæåíèÿ (9.5)�(9.6)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé âûðàæåíèé (9.7)�
(9.8).

Óòâåðæäåíèå 9.2. Åñëè ôóíêöèÿ h èìååò îäèí ìèíèìóì

â òî÷êå a ∈ R, òî âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ h(X) íà [F , F ] îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì
(9.8) è (9.7) ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ
E(−h) = −Eh è E(−h) = −Eh [131].

Ïðèìåð 9.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåðè ïîñëå îòêàçà ñèñòåìû õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè h(x) = 60 − (x − 5)2. Òàêæå
èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíîå âðåìÿ äî îòêàçà ñèñòåìû èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå, íàõîäÿùååñÿ â ãðàíèöàõ äâóõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé ñ èíòåíñèâíîñòÿìè îòêàçîâ 0.2 è 0.5 ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.
F (x) = 1 − exp(−0.2x) è F (x) = 1 − exp(−0.5x). Ôóíêöèÿ h èìå-
åò ìàêñèìóì â òî÷êå a = 5. Íàéäåì ãðàíèöû îæèäàåìûõ ïîòåðü.
Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ðàâíà

Eh = h(5)
[
F (5)− F (5)

]
+

+
∫ 5

0

h(x)dF (x) +
∫ ∞

5

h(x)dF (x) =

= 60 · (exp(−0.5 · 5)− exp(−0.2 · 5)) +
+31.321 + 4.268 = 52.736.
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Òàê êàê F
−1

(α) = −2 ln(1−α) è F−1(α) = −5 ln(1−α), òî α íàéäåì
èç óðàâíåíèÿ

60− (−2 ln(1− α)− 5)2 = 60− (−5 ln(1− α)− 5)2.

Èñêîìîå ðåøåíèå α = 1 − exp(−10/7). Îòñþäà íèæíÿÿ ãðàíèöà
ðàâíà Eh = 29.745. Òàêèì îáðàçîì, îæèäàåìûå ïîòåðè íàõîäÿòñÿ â
èíòåðâàëå [29.745, 52.736].

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îïòèìèçàöèîííàÿ
çàäà÷à (9.2) ìîæåò áûòü ðåøåíà â ÿâíîì âèäå ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèÿõ.

9.6. Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè h èìååò
îäèí ìàêñèìóì è íàáëþäàåòñÿ ñîáûòèå B = [b0, b1] ⊂ R, ÿâëÿ-
þùååñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïðèðîäû. Ïî-
ñëå íàáëþäåíèÿ ñîáûòèÿ îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü ñòàíîâèòñÿ
óñëîâíîé, è åå íîâûå ãðàíèöû îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè:

E(h|B) = inf
F≤F≤F

∫
R h(x)IB(x)dF (x)∫

R IB(x)dF (x)
,

E(h|B) = sup
F≤F≤F

∫
R h(x)IB(x)dF (x)∫

R IB(x)dF (x)
.

Çäåñü IB(x) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî IB(x) = 1,
åñëè x ∈ B, IB(x) = 0, åñëè x /∈ B. Ïîèñê îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìíîæåñòâó ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé
[F , F ].

Â îáùåì, ïðåäñòàâëåííûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìîãóò áûòü
ðåøåíû ïðèáëèæåííî, âçÿâ N òî÷åê ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
F (xi), i = 1, ..., N . Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì çàäà÷è äðîáíî-
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê ñòàíäàðò-
íîìó ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Òåì íå ìåíåå èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü áî-
ëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ó÷èòûâàþùèé ñâîéñòâà ôóíêöèè
h.
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Óòâåðæäåíèå 9.3. Åñëè ôóíêöèÿ h èìååò îäèí ìàêñèìóì

â òî÷êå a ∈ R, òî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû óñëîâíîãî ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h(X) íà [F , F ] ïîñëå íà-
áëþäåíèÿ ñîáûòèÿ B èìåþò âèä:

E(h|B) = sup
F (b0)≤α≤F (b0)

F (b1)≤β≤F (b1)

1
β − α

Ψ(α, β),

E(h|B) = inf
F (b0)≤α≤F (b0)

F (b1)≤β≤F (b1)

1
β − α

Φ(α, β),

Ψ(α, β) = I(α < F−1(a))
∫ a

F−1(α)
h(x)dF (x)+

+I(β > F
−1(a))

∫ F
−1

(β)

a
h(x)dF (x)+

+ h(a)
(
min(F (a), β)−max(F (a), α)

)
=

=
∫ β

α
sup
x∈Aγ

h(x)dγ,

Φ(α, β) = h(b0)
(
F (b0)− α

)
+
∫ F

−1
(ε)

b0

h(x)dF (x)+

+ h(b1) (β − F (b1)) +
∫ b1

F−1(ε)
h(x)dF (x) =

=
∫ β

α
inf
x∈Aγ

h(x)dγ.

Çäåñü I(a < b) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà-

÷åíèå 1, åñëè a < b, è 0, åñëè a ≥ b; ε � îäèí èç êîðíåé óðîâ-

íåíèÿ

h
(
F
−1(ε)

)
= h

(
F−1(ε)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ãðàíèöó óñëîâíîé
îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Íå çíàÿ, êàê âåäåò ñåáÿ îïòèìàëüíàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âíå èíòåðâàëà B, î÷å-
âèäíî, ÷òî â òî÷êå b0 åå çíà÷åíèå � F (b0) = α ∈ [F (b0), F (b0)]
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è â òî÷êå b1 åå çíà÷åíèå � F (b1) = β ∈ [F (b1), F (b1)] (ñì. ðèñ.
9.3). Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå∫

R
IB(x)dF (x) = β − α.

Îòñþäà

E(h|B) = sup
F (b0)≤α≤F (b0)

F (b1)≤β≤F (b1)

F≤F≤F

1
β − α

∫
R
h(x)IB(x)dF (x) =

= sup
F (b0)≤α≤F (b0)

F (b1)≤β≤F (b1)

1
β − α

 sup
F≤F≤F
F (b0)=α
F (b1)=β

∫
R
h(x)IB(x)dF (x)

 =

= sup
F (b0)≤α≤F (b0)

F (b1)≤β≤F (b1)

1
β − α

∫ β

α
sup
x∈Aγ

h(x)dγ. (9.13)

Çäåñü Aγ = B∩ [F−1(γ), F−1(γ)]. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå äëÿ áåçóñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ìîæíî
óâèäåòü, ÷òî èñêîìûé èíòåãðàë ðàâåí Ψ(α, β). Íèæíÿÿ ãðà-
íèöà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Îäèí èç âîçìîæíûõ (íàèáîëåå îáùèõ) âàðèàíòîâ îïòè-
ìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé
ãðàíèöû óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðèâåäåí íà
ðèñ. 9.3.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî óâåëè÷åíèå çíà÷åíèÿ β−α â âû-
ðàæåíèÿõ äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè âå-
äåò ê óâåëè÷åíèþ Ψ(α, β), ò.å. ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü èã-
ðàþò ïðîòèâîïîëîæíûå ðîëè. Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷ó âû÷èñëå-
íèÿ ãðàíèö óñëîâíîé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè â îáùåì ñëó÷àå
íåëüçÿ ðåøèòü â ÿâíîì âèäå è òðåáóåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïóòåì äèñêðåòèçàöèè ïåðåìåííûõ α
è β â èíòåðâàëàõ [F (b0), F (b0)] è [F (b1), F (b1)] ñîîòâåòñòâåííî.

Åñëè b0 → −∞ è b1 → ∞, òî α = 0 è β = 1. Ýòî ñëó÷àé,
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Ðèñ. 9.3. Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ)
äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ ïðè B = [1, 8]

êîãäà ñîáûòèå B îòñóòñòâóåò. Îòñþäà

E(h|B) = Eh = Ψ(α, β) =

=
∫ a

−∞
h(x)dF (x) +

∫ ∞
a

h(x)dF (x)+

+ h(a)
(
F (a)− F (a)

)
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû áåçóñëîâ-
íîé îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, ïîëó÷åííûì ðàíåå. Àíàëîãè÷íîå
ñîâïàäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ íèæíåé ãðàíèöû E(h|B).

Âíèìàòåëüíûé ïðîñìîòð äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 9.3
ïîêàçûâàåò, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé
h. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè ãðàíèöû óñëîâíîãî ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè h. Ïóñòü h � âîç-
ðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé2 [b0, b1]. Èç (9.13)
ñëåäóåò, ÷òî

E(h|B) = sup
F (b0)≤α≤F (b0)

F (b1)≤β≤F (b1)

1
β − α

∫ β

α
h(a∗γ)dγ.

2Çäåñü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîâåäåíèå ôóíêöèè h è âñåõ äðóãèõ
ôóíêöèé òîëüêî â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà B.
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h(a∗γ) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì γ. Èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè èíòåãðàëà, çàïèøåì
E(h|B) = h(z), ãäå z ∈ [α, β]. Ïðè ýòîì äëÿ ìàêñèìèçàöèè
E(h|B) çíà÷åíèå z äîëæíî áûòü êàê ìîæíî áîëüøå â ñèëó âîç-
ðàñòàíèÿ ôóíêöèè h. Ýòî èìååò ìåñòî ïðè âûáîðå ìàêñèìàëü-
íî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé α, β, ò.å. α = F (b0) è β = F (b1). Òîãäà
îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîâïàäà-
åò ñ ôóíêöèåé, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 9.3, ïðè óñëîâèè, ÷òî
a→∞. Òîãäà

E(h|B) =
1

F (b1)− F (b0)

∫ b1

F−1(F (b0))
h(x)dF (x)+

+ h(b1)
(
F (b1)− F (b1)

)
.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ íèæíåé
ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè.

9.7. Ð-áëîêè è ôóíêöèè äîâåðèÿ

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåïîëíîòû èíôîðìàöèè ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü èãðàþò ð-áëîêè, îáðàçîâàííûå ñòóïåí÷àòûìè ãðà-
íè÷íûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà [60]:

F (x) =


0, x < x∗1

F (x∗i), x∗i ≤ x ≤ x∗i+1

1 x∗n ≤ x
,

F (x) =


0, x < x∗1

F (x∗j+1), x∗j ≤ x ≤ x∗j+1

1 x∗m ≤ x
, (9.14)

ãäå x∗1 ≤ ... ≤ x∗n è x∗1 ≤ ... ≤ x∗m � óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè òî÷åê íà R.

Äðóãèìè ñëîâàìè, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà è íåóáûâàþùèìè ñòó-
ïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè, ïðèíèìàþùèìè çíà÷åíèÿ â èíòåðâà-
ëå [0, 1] è èìåþùèìè ïî êðàéíåé ìåðå n èëè m ðàçðûâîâ â
òî÷êàõ x∗1, ..., x∗n èëè x

∗
1, ..., x

∗
m.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âûøå (óòâåðæäå-
íèå 9.1), ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è â ñëó÷àå ñòóïåí÷àòûõ ãðà-
íè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàê, ãðàíèöû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h, èìåþùåé îäèí ìàêñèìóì â òî÷êå
a ∈ R, èìåþò âèä:

Eh = h(a)
[
F (a)− F (a)

]
+

+
∑

i:x∗i≤a
h(x∗i) [F (x∗i)− F (x∗i−1)] +

+
∑
j:x∗j≥a

h(x∗j )
[
F (x∗j+1)− F (x∗j )

]
, (9.15)

Eh = min
α∈Φ

 ∑
j:x∗j≤a

h(x∗j )Tα(x∗j ) +
∑

i:x∗i≥a
h(x∗i)Rα(x∗i)

 . (9.16)

Çäåñü

Tα(x∗j ) =


F (x∗j+1)− F (x∗j ), F (x∗j ) < α,F (x∗j+1) ≤ α,

α− F (x∗j ), F (x∗j ) < α,F (x∗j+1) > α,

0, èíà÷å,

Rα(x∗i) =


F (x∗i)− F (x∗i−1), F (x∗i) > α,F (x∗i−1) ≥ α,

F (x∗i)− α, F (x∗i) > α,F (x∗i−1) < α,
0, èíà÷å,

çíà÷åíèå α âûáèðàåòñÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé

Φ =
{
F (x∗j+1), j = 1, ...,m

}
∪ {F (x∗i), i = 1, ..., n} .

Âûðàæåíèÿ (9.15)�(9.16) ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ âû-
÷èñëåíèÿ ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè. Îäíàêî ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü äðóãîé ñïîñîá, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè p-
áëîêîâ â ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò
ñòðîãàÿ ñâÿçü ìåæäó p-áëîêàìè òèïà (9.14) è ôóíêöèÿìè äî-
âåðèÿ â ðàìêàõ òåîðèè Äåìïñòåðà�Øåéôåðà. Ýòà ñâÿçü èçó-
÷àëàñü â ðàáîòàõ ßãåðà [143], Ôåðñîíà è äð. [13], Êðèãëåðà è
Õåëüäà [60]. Åñëè îöåíêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äàíû â âèäå

317



çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ Ai = [ai, ai], i = 1, ..., n, à ci îçíà÷à-
åò ÷èñëî ïîÿâëåíèÿ èíòåðâàëà Ai, òî ãðàíèöû ðàñïðåäåëåíèé
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ðàçäåë 2.4):

F (x) = Bel((−∞, x]) =
∑
i:ai≤x

ci/N =
∑
i:ai≤x

m(Ai),

F (x) = Pl((−∞, x]) =
∑
i:ai≤x

ci/N =
∑
i:ai≤x

m(Ai).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðàáîòå [13] ïîêàçàíî, ÷òî íà îñíîâå
ôóíêöèé äîâåðèÿ ìîæíî âñåãäà ïîëó÷èòü p-áëîê òèïà (9.14)
è íàîáîðîò3. Áîëåå òîãî, â ðàáîòå [60] ïðåäëîæåí àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà íà îñíîâå èìåþùåãîñÿ p-
áëîêà.

Àëãîðèòì (Êðèãëåð è Õåëüä [60]):

1) Èíèöèàëèçàöèÿ èíäåêñîâ k = 1 (ïåðåáîð ôîêàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå äîëæíî áûòü ïî-
ñòðîåíî), i = 1 (ïåðåáîð âñåõ x∗i ), j = 1 (ïåðåáîð âñåõ
x∗j ). Ïóñòü pk � çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé, âû÷èñëåííîé íà k-é èòåðàöèè. Ïóñòü p0 = 0.

2) Ôîêàëüíûé ýëåìåíò � Ak = (x∗j , x∗i].

3) Åñëè j = m, òî âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî x∗m+1 > x∗m, òàê
÷òî F (x∗m+1) = 1:

à) F (x∗i) < F (x∗j+1):
m(Ak) =F (x∗i)− pk−1, pk = F (x∗i),
óâåëè÷èâàåì èíäåêñû k → k + 1, i→ i+ 1,
âîçâðàò ê øàãó 2;

á) F (x∗i) > F (x∗j+1):

m(Ak) =F (x∗j+1)− pk−1, pk = F (x∗j+1),
óâåëè÷èâàåì èíäåêñû k → k + 1, j → j + 1,
âîçâðàò ê øàãó 2;

3Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé p-áëîêà ìîæíî âñåãäà íàéòè ïðèáëèæåííîå ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî.
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â) F (x∗i) = F (x∗j+1):

m(Ak) =F (x∗j+1)− pk−1,

åñëè F (x∗i) = F (x∗j+1) = 1, ñòîï.

åñëè F (x∗i) = F (x∗j+1) < 1, òî pk = F (x∗j+1),
óâåëè÷èâàåì èíäåêñû k → k+1, i→ i+1, j → j+1,
Âîçâðàò ê øàãó 2.

Äðóãîé àëãîðèòì áûë ïðåäëîæåí Äåñòåðêå è Äþáóà [25].
Òåïåðü ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ìîæíî íàéòè â

ðàìêàõ òåîðèè Äåìïñòåðà�Øåéôåðà [66, 80]:

E#h =
n∑
i=1

m(Ai) inf
ai≤x≤ai

h(x),

E#
h =

n∑
i=1

m(Ai) sup
ai≤x≤ai

h(x). (9.17)

Äîñòàòî÷íî ëåãêî äîêàçàòü [114], ÷òî Eh = E#
h è Eh = E#h.

Ïðèìåð 9.3. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 9.2 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèæíåå
è âåðõíåå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èìåþò âèä, èçîáðàæåííûé
íà ðèñ. 9.4.

Ðèñ. 9.4. Íèæíåå è âåðõíåå ðàñïðåäåëåíèÿ p-áëîêà

Çäåñü x∗1 = 5, x∗2 = 10, x∗3 = 12, x∗1 = 2, x∗2 = 4, x∗3 = 8,
F (x∗1) = 0.05, F (x∗2) = 0.5, F (x∗3) = 1, F (x∗1) = 0.1, F (x∗2) = 0.7,
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Ðèñ. 9.5. Ôîêàëüíûå ýëåìåíòû

Ðèñ. 9.6. Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (æèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

F (x∗1) = 1. Îïòèìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ôóíêöèè h(x) = 60− (x− 5)2, ïîêàçàíû æèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 9.6
è ðèñ. 9.7 ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà Eh = 23.8 è Eh = 57.3.

Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Êðèãëåðîì è Õåëüäîì [60],
çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôîêàëüíûå ýëåìåíòû (ñì. ðèñ.9.5) è èõ
áàçîâûå âåðîÿòíîñòè:

A1 = [2, 5], A2 = [2, 10], A3 = [4, 10],

A4 = [4, 12], A5 = [8, 12],

c1 = 1, c2 = 1, c3 = 8, c4 = 4, c5 = 6,

m(A1) = 0.05, m(A2) = 0.05, m(A3) = 0.4,
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Ðèñ. 9.7. Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (æèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

m(A4) = 0.2, m(A5) = 0.3.

Îòñþäà ìîæíî íàéòè íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h, èñïîëüçóÿ (9.17), ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E#h = 0.05h(2) + 0.05h(10) + 0.4h(10) + 0.2h(12) + 0.3h(12) =
= 23.8,

E#
h = 0.05h(5) + 0.05h(5) + 0.4h(5) + 0.2h(5) + 0.3h(8) =

= 57.3.

9.8. Ðàñïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòåé

Òàê êàê íåïîëíîòà èíôîðìàöèè ìîæåò ìîäåëèðîâàòüñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà òåîðèè âîçìîæíîñòåé [27, 146] (ñì.
ãëàâó 3), öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü âû÷èñëåíèå îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû õàðàêòåðè-
çóþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âîçìîæíîñòåé è Ω = R.

Â ãëàâå 3 ïîêàçàíî, ÷òî äâà ñïîñîáà èíòåðïðåòàöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èñïîëüçóåìû-
ìè è îáîñíîâàííûìè. Ïåðâûé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñà-
íèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé, âåðõíåé F (x) è
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íèæíåé F (x), ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (3.3)�
(3.4), êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü îáðàçóþò ìíîæåñòâî ðàñïðåäå-
ëåíèé âåðîÿòíîñòåé M1. Îòñþäà íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíè-
öû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h ìîæíî îïðåäåëèòü,
èñïîëüçóÿ (9.2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
âîçìîæíîñòåé èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x0, ò.å. π(x0) = 1. Åñëè
ôóíêöèÿ h èìååò îäèí ìàêñèìóì â òî÷êå a ∈ R, òî èç óòâåð-
æäåíèÿ 9.1 ñëåäóåò, ÷òî ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ äîëæíû áûòü
ðàññìîòðåíû.

Åñëè a < x0, òî

EM1h = h(a)F (a) +
∫ x0

a
h(x)dF (x).

Åñëè a > x0, òî

EM1h = h(a) [1− F (a)] +
∫ a

x0

h(x)dF (x).

Åñëè a = x0, òî EM1h = h(a).
Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî

π(x) =
{

1− F (x), x ≥ x0

F (x), x < x0
,

ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè

EM1h =


h(a)π(a) +

∫ x0

a h(x)dπ(x), a < x0

h(a), a = x0

h(a)π(a)−
∫ a
x0
h(x)dπ(x), a > x0

.

Íèæíÿÿ ãðàíèöà îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíà èç (9.8) àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

EM1
h =

∫ π−1
− (α)

−∞
h(x)dπ(x)−

∫ ∞
(1−π+)−1(α)

h(x)dπ(x).

Çäåñü π− è π+ � ëåâàÿ è ïðàâàÿ âåòâè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
âîçìîæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî; α îïðåäåëÿåòñÿ èç ìîäèôèêà-
öèè óðàâíåíèÿ (9.11)

h
(
π−1
− (α)

)
= h

(
(1− π+)−1(α)

)
.
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Ïðèìåð 9.4. Íà ïðàêòèêå, â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ, èñïîëü-
çóåòñÿ òðåóãîëüíàÿ ôîðìà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé,
ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [27] è èìåþùàÿ âèä

π(x) =

 (x− a1)/(x0 − a1), a1 < x ≤ x0

(a2 − x)/(a2 − x0), x0 < x ≤ a2

0, èíà÷å
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h = 60− (x− 5)2, a1 = 2, x0 = 3, a2 = 10. Òîãäà

EM1h =
(
60− (5− 5)2

) 5
7
−
∫ 5

3

(
60− (x− 5)2

) 1
7

dx =

= 59.62.

Çàìåòèì, ÷òî

π−1
− (α) = α (x0 − a1) + a1, (1− π+)−1(α) = α (a2 − x0) + x0.

Èç (9.12) ñëåäóåò, ÷òî α ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óðàâíåíèÿ

z − (α (x0 − a1) + a1) = α (a2 − x0) + x0 − z.

Îòñþäà

α =
1

a1 − a2
(a1 + x0 − 2z) = 0.625,

π−1
− (0.625) = 2.625, (1− π+)−1(0.625) = 7.375

è

EM1
h =

∫ 2.625

2

(
60− (x− 5)2

)
dx+

1
7

∫ 10

7.375

(
60− (x− 5)2

)
dx =

= 50.15.

Òàêèì îáðàçîì, îæèäàåìàÿ ïîëåçíîñòü íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå
[50.15, 59.62].

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðîé ñïîñîá èíòåðïðåòàöèè ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé â ðàìêàõ òåîðèè ñëó÷àéíûõ
ìíîæåñòâ. Èíòåðâàë Bγ = [b∗γ , b∗γ ], γ ∈ [0, 1], îïðåäåëèì èç
óñëîâèÿ

b∗γ = π−1
− (γ), b∗γ = π−1

+ (γ).

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ ñëó-
÷àéíîãî ìíîæåñòâà, çàïèøåì ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè:

EM2
h =

∫ 1

0
inf
x∈Bγ

h(x)dγ,
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EM2h =
∫ 1

0
sup
x∈Bγ

h(x)dγ.

Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè h íèæíÿÿ ãðàíèöà
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìååò âèä

EM2
h =

∫ β

0
h(π−1

+ (γ))dγ +
∫ 1

β
h(π−1
− (γ))dγ,

ãäå β � êîðåíü óðàâíåíèÿ

h
(
π−1

+ (β)
)

= h
(
π−1
− (β)

)
. (9.18)

Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â äðóãîé ôîðìå

EM2
h =

∫ π−1
− (β)

−∞
h(x)dπ(x)−

∫ ∞
(1−π+)−1(β)

h(x)dπ(x).

Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, îïðåäåëåíèå íèæ-
íåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè äëÿ âòîðîãî ñïîñîáà èí-
òåðïðåòàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ
îïðåäåëåíèåì íèæíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè â ðàì-
êàõ ïåðâîãî ñïîñîáà èíòåðïðåòàöèè, çà èñêëþ÷åíèåì âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ β. Îäíàêî âåðõíèå ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè äëÿ îáîèõ ñïîñîáîâ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïîëåç-
íîñòè h îáå ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè äëÿ îáîèõ ñïîñî-
áîâ èíòåðïðåòàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ñîâïàäàþò,
ò.å. EM1

h = EM2
h è EM1h = EM2h. Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî íå

îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíêöèè h
[176].

Ïðèìåð 9.5. Âåðíåìñÿ ê ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó è íàéäåì íèæ-
íþþ ãðàíèöó EM2

h. Äëÿ âòîðîãî ñïîñîáà èíòåðïðåòàöèè π ïîëó÷à-
åì β = 1/3 è EM2

h = 51.3. Èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî
EM2

h ≥ EM1
h. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåìîíîòîííîé ôóíêöèè ïîëåç-

íîñòè âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòåé ïîçâîëÿ-
åò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå è ïðèíÿòü áîëåå îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ òåçèñîì Áàóäðèòà è Äþáóà [5], ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðåä-
ñòàâëåíèå ñåìåéñòâà âåðîÿòíîñòåé íå÷åòêèì èíòåðâàëîì (M2) ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì, ÷åì ïàðîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé (M1).
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9.9. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ñ îäíèì
ìàêñèìóìîì

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h : R2 → R, êîòîðàÿ çàâèñèò îò äâóõ
ïåðåìåííûõ X è Y . Â ýòîì ñëó÷àå p-áëîêè èìåþò âèä:

F (x, y) ≤ F (x, y) ≤ F (x, y), ∀(x, y) ∈ R2.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî h èìååò îäèí ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì
â òî÷êå (x0, y0). Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ ∂h(x, z)/∂x = 0 è
∂h(z, y)/∂y = 0 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿ â òî÷êàõ
x = x0 è y = y0.

Ïóñòü Bκ = [b∗κ, b∗κ] � ìàðãèíàëüíîå ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî
âåëè÷èíû Y , ãäå

b∗κ := sup{y ∈ [binf , bsup] : F (y) < κ} = F
−1(κ),

b∗κ := inf{y ∈ [binf , bsup] : F (y) > κ} = F−1(κ).

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ Ñìåòñà [78], êàñàþùèåñÿ
íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, îáîçíà÷èì áàçîâûå ïëîò-
íîñòè äîâåðèÿ4 fMX è fMY , ñîîòâåòñòâóþùèå ìàðãèíàëüíûì
ñëó÷àéíûì ìíîæåñòâàì [F , F ]X ,[F , F ]Y .

Òàê êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y îïèñûâàþòñÿ ìíîæå-
ñòâàìè ðàñïðåäåëåíèé, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èëè åãî
ãðàíèöû çàâèñÿò îò òèïà íåçàâèñèìîñòè [15] ìåæäóX è Y . Ïî-
ýòîìó íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö Eh
ïðè óñëîâèè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè, íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àé-
íûõ ìíîæåñòâ è îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î íåçàâèñèìîñòè.

9.9.1. Ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü

Â ñëó÷àå ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè X è Y ñîâìåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìàðãèíàëüíûõ ôóíê-
öèé. Òîãäà

Eh = inf
F 1≤F1≤F 1

inf
F 2≤F2≤F 2

∫
R

∫
R
h(x, y)dF1dF2,

4Áàçîâûå ïëîòíîñòè äîâåðèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì áàçîâûõ âåðîÿò-
íîñòåé äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà âëîæåííûõ ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
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Eh = sup
F 1≤F1≤F 1

sup
F 2≤F2≤F 2

∫
R

∫
R
h(x, y)dF1dF2.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé èìååò ìåñòî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ h ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê h(X,Y ) = h1(X)h2(Y ). Òîãäà
Eh = Eh1 ·Eh2 è Eh = Eh1 ·Eh2. Îäíàêî íàèáîëüøèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèÿ h, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Çàôèêñèðóåì Y â òî÷êå z è îáîçíà÷èì

ξ(z) =
∫

R
h(x, z)dF1(x).

Òîãäà

Eh(X,Y ) =
∫

R
ξ(z)dF2(z).

Îòñþäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 9.1, ìîæíî çàïèñàòü

Eh(X, z) = sup
F 1≤F1≤F 1

ξ(z) = h(x0, z)
[
F 1(x0)− F 1(x0)

]
+

+
∫ z

−∞
h(x, z)dF 1 +

∫ ∞
z
h(x, z)dF 1. (9.19)

Èç ïðåäïîëîæåíèé î ïîâåäåíèè ôóíêöèè h(X,Y ) ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ ξ(z) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå z = y0 è ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîòîííîé â èíòåðâàëàõ (−∞, y0) è (y0,∞). Òîãäà îïòèìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé F2 èìååò ôîðìó, ðàññìîòðåííóþ
â óòâåðæäåíèè 9.1. Êðîìå òîãî, íåðàâåíñòâî

sup
F 2≤F2≤F 2

∫
R
ξ(z)dF2(z) ≥ sup

F 2≤F2≤F 2

∫
R
ξ̂(z)dF2(z)

âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ξ(z) ≥ ξ̂(z). Èç âû-
øåèçëîæåííîãî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Eh(X,Y ) = sup
F 2≤F2≤F 2

∫
R
E(h(X, z))dF2(z) =

= sup ξ(y0)
[
F 2(y0)− F 2(y0)

]
+

+
∫ y0

−∞
sup ξ(z)dF 2(z) +

∫ ∞
y0

sup ξ(z)dF 2(z),
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ãäå sup ξ(z) îïðåäåëÿåòñÿ èç (9.19).
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ ïðè óñëîâèè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè ìîæåò áûòü íàéäåíà
ïî÷òè â ÿâíîì âèäå. Ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íèæíåé ãðàíèöû,
òàê êàê èç ïåðâîãî äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 9.1 ñëåäóåò,
÷òî inf ξ(z) íàõîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

h(F−1
1 (α), z) = h(F−1

1 (α), z),

ãäå êîðåíü α çàâèñèò îò z. Îáîçíà÷àÿ ýòó çàâèñèìîñòü αz, òåì
íå ìåíåå ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Eh(X,Y ) = inf
F 2≤F2≤F 2

∫
R
E(h(X, z))dF2(z) =

=
∫ F

−1
2 (β)

−∞

∫ F
−1
1 (αz)

−∞
h(x, z)dF 1dF 2+

+
∫ F

−1
2 (β)

−∞

∫ ∞
F−1

1 (αz)
h(x, z)dF 1dF 2+

+
∫ ∞
F−1

2 (β)

∫ F
−1
1 (αz)

−∞
h(x, z)dF 1dF 2+

+
∫ ∞
F−1

2 (β)

∫ ∞
F−1

1 (αz)
h(x, z)dF 1dF 2,

ãäå β � êîðåíü óðàâíåíèÿ

Eh(X,F−1
2 (β)) = Eh(X,F−1

2 (β)).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òîëüêî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå íèæ-
íåé ãðàíèöû ìîæåò áûòü íàéäåíî.

9.9.2. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ

Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ôóíêöèè h ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ
âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

Eh =
∫ 1

0

∫ 1

0
inf

(x,y)∈[Bκ×Aγ ]
h(x, y)dκdγ,
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Eh =
∫ 1

0

∫ 1

0
sup

(x,y)∈[Bκ×Aγ ]
h(x, y)dκdγ.

Ãðàíèöû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ÷èñëåííî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ,
èñïîëüçóÿ äèñêðåòèçàöèþ èíòåðâàëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ. Áîëåå
òîãî, äëÿ ôóíêöèè h(x, y), èìåþùåé îäèí ãëîáàëüíûé ìàê-
ñèìóì, âû÷èñëåíèå inf h(x, y) èëè suph(x, y) íå ïðåäñòàâëÿåò
òðóäíîñòåé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè h èìååò îäèí ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì,
òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ inf h(x, y) èëè suph(x, y) â îáëàñòè çíà÷å-
íèé [Bκ ×AΓ] òðåáóåòñÿ òîëüêî îäíî âû÷èñëåíèå:

1) êîãäà b∗κ ≤ y0 è a∗γ ≤ x0, íàèáîëüøåå è íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âåðøèíàõ (b∗κ, a

∗
γ)

è (b∗κ, a∗γ) ïðÿìîóãîëüíèêà [Bκ ×Aγ ];
2) êîãäà b∗κ ≤ y0 ≤ b∗κ è a∗γ ≤ x0, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

íàõîäèòñÿ â òî÷êå (a∗γ , y0) è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå � â îäíîé
èç òî÷åê (a∗γ , b∗κ) èëè (a∗γ , b∗κ);

3) â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà (x0, y0) íàõîäèòñÿ âíóòðè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà [Bκ ×Aγ ], îíà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì,
à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ íà îäíîé èç âåðøèí ïðÿìî-
óãîëüíèêà [Bκ ×Aγ ].

Âñå îñòàëüíûå ñèòóàöèè ñëåäóþò èç ïðèâåäåííûõ âûøå.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ íåçàâèñèìîñòè â
ñõåìå Ìîíòå-Êàðëî, ãäå êàæäîå èñïûòàíèå ïðåäñòàâëÿåò èç
ñåáÿ íàáîð èç äâóõ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ èíòåðâàëîâ Aγ è Bκ.
Ñëåäóÿ ýòîé ñâÿçè, ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå âûðàæå-
íèå:

Eh =
∫ 1

0

∫ 1

0
sup

(x,y)∈[Bκ×Aγ ]
h(x, y)I(κ = γ)dκdγ,

ãäå èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ I(κ = γ) ðàâíà 1, åñëè κ = γ, è
0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå
ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ ïîëíîé êîððåëÿöèè ìåæäó p-áëîêàìè.

9.9.3. Îòñóòñòâèå èíôîðìàöèè î íåçàâèñèìîñòè

Òàê êàê p-áëîêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñëó÷àéíûõ
ìíîæåñòâ, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå
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â ðàáîòå [33], ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðåíèå óñëîâèÿ îòñóò-
ñòâèÿ èíôîðìàöèè î íåçàâèñèìîñòè, êîãäà ìàðãèíàëüíûå p-
áëîêè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ìíîæåñòâàìè, ýêâèâàëåíòíî ðàñ-
ñìîòðåíèþ ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ñîâìåñòíûõ ñëó÷àé-
íûõ ìíîæåñòâ, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ìàðãèíàëüíûõ ñîîòâåò-
ñòâóþùèå p-áëîêè. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [78], ìîæíî
âû÷èñëèòü ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eh = inf
fMXY ∈JXY

∫
x1

∫
x2

∫
y1

∫
y2

inf
x∈[x1,x2]
y∈[y1,y2]

h(x, y)DfMXY ,

Eh = sup
fMXY ∈JXY

∫
x1

∫
x2

∫
y1

∫
y2

sup
x∈[x1,x2]
y∈[y1,y2]

h(x, y)DfMXY ,

ãäå
DfMXY = fMXY (x1, x2, y1, y2)dx1dx2dy1dy2,

JXY � ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ áàçîâûõ ïëîòíîñòåé äîâå-
ðèÿ fMXY , îïðåäåëåííûõ íà R4, êîòîðûå èìåþò ìàðãèíàëüíûå
ïëîòíîñòè fMX è fMY .

Õîòÿ ïðåäñòàâëåííûå âûðàæåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü îäíèì èç
ïóòåé ôîðìóëèðîâàíèÿ çàäà÷è, åå ðåøåíèå àíàëèòè÷åñêè â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåâîçìîæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøå-
íèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííî, ïðåäñòàâëÿÿ ìàðãè-
íàëüíûå p-áëîêè â âèäå êîíå÷íûõ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ. Íà-
ïðèìåð, ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâà Γγ ,Γκ, ÿâëÿ-
þùèõñÿ ïðèáëèæåíèåì p-áëîêîâ [F , F ]X , [F , F ]Y è ñîñòîÿùèõ
èç ìíîæåñòâ Aγi , Bκj , ãäå i, j = 1, . . . , n, è âñå ñëó÷àéíûå ìíî-
æåñòâà èìåþò îäèíàêîâûå âåñà, ò.å. äëÿ ëþáûõ i è j âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå γi − γi−1 = κj − κj−1 = 1/n. Â èòîãå ïîëó÷àåì
çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:

E∗h = inf
Γγ,κ∈Γ∗γ,κ

∑
inf
x∈Aγi
y∈Bκj

h(x, y)mΓγ,κ(Aγi ×Bκj )

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n∑
j=1

mΓγ,κ(Aγi ×Bκj ) = mΓγ (Aγi),
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n∑
i=1

mΓγ,κ(Aγi ×Bκj ) = mΓκ(Bκj ),

ãäå Γ∗γ,κ � ìíîæåñòâî ñîâìåñòíûõ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, ìàð-
ãèíàëüíûå ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà êîòîðûõ � Γγ ,Γκ ñîîòâåò-
ñòâåííî; mΓγ,κ(Aγi × Bκj ) � áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü ôîêàëüíîãî
ýëåìåíòà Aγi ×Bκj .

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå âåðõíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ E∗h îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

9.10. Ôóíêöèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì òî÷åê
ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ h èìååò ÷åðåäóþùèåñÿ
ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû â òî÷êàõ ai è ìèíèìóìû â òî÷êàõ bi,
i = 1, 2, .... Ïðè ýòîì

b0 < a1 < b1 < a2 < b2 < ... (9.20)

Óòâåðæäåíèå 9.4. Åñëè ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû (ai) è ìè-

íèìóìû (bi) ôóíêöèè h óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (9.20), òî

îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå F äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðà-

íèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Eh èìååò ñêà÷êè â òî÷-

êàõ bi−1, i = 1, .... ðàçìåðà

min
(
F (bi) , αi+1

)
−max (F (bi) , αi) .

Ìåæäó ñêà÷êàìè ñ íîìåðàìè i−1 è i îïòèìàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F èìååò âèä:

F (x) =


F (x) , x < a′

αi, a′ ≤ x ≤ a′′
F (x) , a′′ < x

,

ãäå α � êîðåíü óðàâíåíèÿ

h
(

max
(
F
−1 (αi) , bi−1

))
= h

(
min

(
F−1 (αi) , bi

))
â èíòåðâàëå

[
F (ai) , F (ai)

]
,

a′ = max
(
F
−1 (αi) , bi−1

)
, a′′ = min

(
F−1 (αi) , bi

)
.
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Ðèñ. 9.8. Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (æèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (âàðèàíò 1)

Âåðõíÿÿ ãðàíèöà Eh âû÷èñëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàí-

íîñòè ãðàíèö Eh = −E(−h).

Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F â îáùåì ñëó÷àå
àíàëîãè÷íà ãðàôèêó, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 9.3, è ïðåäñòàâ-
ëÿåò èç ñåáÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðòèêàëüíûõ è �ãîðèçîí-
òàëüíûõ� ñêà÷êîâ, êîòîðûå ìîãóò îãðàíè÷èâàòüñÿ ôóíêöèÿìè
F èëè F . Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè h, èìåþùåé îäèí ìèíèìóì
â òî÷êå b è îäèí ìàêñèìóì â òî÷êå a, âàðèàíòû îïòèìàëü-
íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ðàñ÷åòà âåðõ-
íåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìåþò âèä, ïîêàçàí-
íûé íà ðèñ. 9.8 è ðèñ. 9.9.

9.11. Ðàíäîìèçèðîâàííîå äåéñòâèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè íåìîíîòîííîé
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, êîãäà öåëü � ïîèñê ðàí-
äîìèçèðîâàííîãî äåéñòâèÿ, ò.å. ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
λ = (λ1, ..., λn) íà (A,Po(A)). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåí-
íûå â ãëàâå 8, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èíôîðìàöèÿ î ñëó÷àéíîé
ïåðåìåííîé X, õàðàêòåðèçóþùåé ñîñòîÿíèÿ ïðèðîäû, ïðåä-
ñòàâëåíà ñíîâà â âèäå íèæíåãî F è âåðõíåãî F ðàñïðåäåëåíèÿ
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Ðèñ. 9.9. Îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (æèðíàÿ ëèíèÿ) äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (âàðèàíò 2)

âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò âñå ðàñïðåäåëåíèÿ ìíî-
æåñòâîìM. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíî-
ñòè íà ìíîæåñòâå ðàñïðåäåëåíèéM îïðåäåëÿåòñÿ êàê

EMh(λ) = inf
F≤F≤F

∫
R
h(λ, x)dF (x), (9.21)

EMh(λ) = sup
F≤F≤F

∫
R
h(λ, x)dF (x), (9.22)

÷òî àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ãðàíèö îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè
äëÿ ÷èñòîé ñòðàòåãèè.

Ðàññìîòðèì ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåññè-
ìèñòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ (8.2). Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî àíà-
ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå
òðóäíîñòè, òàê êàê äàæå ïðè ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ hk(x)
ôóíêöèÿ h(λ, x) ìîæåò èìåòü ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ïðè
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ λ. Ïîýòîìó ïðåäëàãàþòñÿ ïðèáëè-
æåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Çàôèêñèðóåì âåêòîð λ è çàïèøåì ïðÿìóþ çàäà÷ó ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ EMh(λ):

EMh(λ) = min
π∈M

∫ ∞
−∞

h(λ, x)π (x) dx→ max
λ
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

π (x) ≥ 0,
∫ ∞
−∞

π (x) dx = 1,

−
∫ x

−∞
π (x) dx ≥ −F (x) , ∀x ∈ R,∫ x

−∞
π (x) dx ≥ F (x) , ∀x ∈ R.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæåò áûòü íàéäåíî, èñ-
ïîëüçóÿ N òî÷åê F (xi), i = 1, ..., N , ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F
è äèñêðåòèçèðóÿ âñå ôóíêöèè (F (x), F (x), hi(x), i = 1, ..., n).
Òîãäà çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
íèæíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè èìååò âèä:

E∗Mh(λ) =inf
zk

N∑
k=1

h(λ, xk)zk

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1,

zi ≥ 0, i = 1, ..., N,
N∑
k=1

zk = 1,

i∑
k=1

zk ≤ F (xi),
i∑

k=1

zk ≥ F (xi), i = 1, ..., N.

Çäåñü zk � ïåðåìåííûå îïòèìèçàöèè; öåëåâàÿ ôóíêöèÿ
E∗Mh(λ) � ïðèáëèæåíèå íèæíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåç-
íîñòè. Âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ λ èç åäèíè÷-
íîãî ñèìïëåêñà S(1, n) âåðîÿòíîñòåé, ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ â öåëåâóþ ôóíêöèþ è ìíîãîêðàòíî (äëÿ êàæäîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èç S(1, n)) ðåøàÿ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ïðèáëèæåíèé E∗Mh(λ). Îïòèìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå λ ìîæåò áûòü íàéäåíî, èñïîëüçóÿ óñëîâèå
(8.2).

Èç ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà âèäíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðå-
íèÿ äàæå ïðè n = 2 è, êîíå÷íî, íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà
íà ïðàêòèêå.
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9.11.1. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â òåðìèíàõ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Çàïèøåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ EMh(λ):

EMh(λ) =

= max
c(t),d(t),c0

(
c0 +

∫ ∞
−∞

(
−c (t)F (t) + d (t)F (t)

)
dt
)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c0 ∈ R,

c (t) ≥ 0, d (t) ≥ 0,

c0 +
∫ ∞
x

(−c (t) + d (t)) dt ≤ h(λ, x), ∀x ∈ R.

Çàìåòèì, ÷òî íàøà êîíå÷íàÿ öåëü � âû÷èñëèòü îïòèìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå λ, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì íèæ-
íåé ãðàíèöû EMh(λ). À ýòî � îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à âèäà

EMh(λ)→ max
λ

ïðè îãðàíè÷åíèè λ · 1 = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü �ñîâìåñòíóþ� çàäà÷ó îï-

òèìèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ λ è
c0, c (t), d (t):

EMh(λ) =

= max
(
c0 +

∫ ∞
−∞

(
−c (t)F (t) + d (t)F (t)

)
dt
)

(9.23)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ c0 ∈ R, c (t) , d (t) ≥ 0, λk ≥ 0, λ · 1 = 1 è

c0 +
∫ ∞
x

(−c (t) + d (t)) dt ≤
n∑
k=1

λkhk(x), ∀x ∈ R. (9.24)

Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîé çàäà÷è, îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ïî âñåì ïåðåìåííûì, âêëþ÷àÿ λ, è ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî
ðåøåíà ïîñðåäñòâîì èçâåñòíûõ ìåòîäîâ. Ýòà çàäà÷à íàìíîãî
ïðîùå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîèñ-
êà îïòèìàëüíîãî äåéñòâèÿ äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó (9.23)�
(9.24) òîëüêî îäèí ðàç.
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9.11.2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è â òåðìèíàõ
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ

Â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ (ñì. ðàçäåë 9.3) îïðåäå-
ëåíèå íèæíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ïðè ïîìîùè âûðàæåíèÿ

EMh(λ) =
∫ 1

0
inf
x∈Aγ

h(λ, x)dγ. (9.25)

Çäåñü Aγ = [a∗γ , a∗γ ], γ ∈ [0, 1]; a∗γ , a∗γ îïðåäåëåíû â ðàçäåëå
9.3.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ G(γ) = infx∈Aγ h(λ, x). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî γ ∈ [0, 1] è äëÿ ëþáîãî x ∈ Aγ ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
G(γ) ≤ h(λ, x). Èñïîëüçóÿ (9.25), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ
çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

max
G(γ),λ

∫ 1

0
G(γ)dγ (9.26)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

G(γ) ≤
n∑
k=1

λkhk(x), ∀x ∈ Aγ , γ ∈ [0, 1], (9.27)

λ · 1 = 1. (9.28)

Çäåñü λk, k = 1, ..., n, G(γ), γ ∈ [0, 1] � ïåðåìåííûå îïòè-
ìèçàöèè. Êîíå÷íî, ïðåäñòàâëåííàÿ çàäà÷à èìååò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé. Îäíàêî, ðàçäåëÿÿ èíòåðâàë
[0, 1] íà N ÷àñòåé è êàæäûé èíòåðâàë Aγ � íà M ÷àñòåé, ïî-
ëó÷èì ïðèáëèæåííóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ
N + n ïåðåìåííûìè è M ·N + n+ 1 îãðàíè÷åíèÿìè (çäåñü n
îãðàíè÷åíèé èìåþò âèä λk ≥ 0 è ÿâíî íå óêàçàíû) �

max
Gj ,λ

N∑
j=1

Gj

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ λ · 1 = 1 è

Gj ≤
n∑
k=1

λkhk
(
inf Aj/N + i · (supAj/N − inf Aj/N )/M

)
,

i = 1, ...,M, j = 1, ..., N.
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ çàäà÷ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøå-
íèÿ èìååò áîëüøîé ñìûñë. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ïåðâîé çàäà-
÷å (äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ïðîãðàììèðîâàíèÿ) äèñêðåòèçèðó-
åòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, à âî âòîðîé çàäà÷å (íà îñíîâå
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ) � èíòåðâàë îò 0 äî 1 è èíòåðâàëû Aγ .
Äðóãèìè ñëîâàìè, èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû äèñêðå-
òèçàöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáå çàäà÷è â ïðåäåëå äîëæíû
äàâàòü îäèíàêîâûå îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ïðèáëèæåíèÿ èëè êîëè÷åñòâî òî÷åê,
íà êîòîðîå ðàçäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû, ìîæíî
ðåãóëèðîâàòü, ïðîâåðÿÿ, íàñêîëüêî îáå çàäà÷è ïðè çàäàííîì
óðîâíå ïðèáëèæåíèÿ äàþò áëèçêèå ðåçóëüòàòû. Ýòî ïîçâîëÿ-
åò èçáåæàòü ñëèøêîì ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, öåëüþ êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ.

9.12. Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåíà
òîëüêî ìàëàÿ ÷àñòü çàäà÷, êîòîðûå èìåþò ìåñòî ïðè ïðèíÿòèè
ðåøåíèé ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé. Ýòî ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ àíàëîãè÷íûå ïðîñòûå ðå-
øåíèÿ â ÿâíîì âèäå, êàê ýòî ñäåëàíî â ïðåäñòàâëåííîé ãëàâå,
îòñóòñòâóþò. Ìíîãèå çàäà÷è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîãóò áûòü
ðåøåíû òîëüêî ïðèáëèæåííî â ñëó÷àå íåìîíîòîííîé ôóíê-
öèè ïîëåçíîñòè. Îäíàêî íåëüçÿ îòâåðãàòü ïðèáëèæåííûå ðå-
øåíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðèáëè-
æåííûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî áëèçêè ê òî÷íûì. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, òî÷íîå çàäàíèå ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïðåäåëåííîé èäåàëè-
çàöèåé è ñãëàæèâàíèåì ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ
â ðåçóëüòàòå òî÷íûõ èëè íåòî÷íûõ íàáëþäåíèé. À äëÿ ýòèõ
ôóíêöèé ìîæíî âñåãäà ïîëó÷èòü áîëåå èëè ìåíåå òî÷íîå ðå-
øåíèå.

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå îáùåãî
ñëó÷àÿ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ìèíè-
ìóìîâ è ìàêñèìóìîâ èìååò â áîëüøåé ñòåïåíè òåîðåòè÷åñêèé
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èíòåðåñ, òàê êàê àíàëèç ïðîáëåìû ïîêàçàë, ÷òî â áîëüøèí-
ñòâå ñèòóàöèé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè
èëè èìåþò îäèí ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì. Ñèòóàöèÿ íàëè÷èÿ
îäíîâðåìåííî ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà óæå ïðàêòè÷åñêè íå
âñòðå÷àåòñÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé òîãî, ïî÷åìó çàäà÷è ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé ïðè îïèñàíèè ñîñòîÿíèé ïðèðîäû ðàñïðåäåëå-
íèåì âîçìîæíîñòåé è ñëó÷àéíûìè ìíîæåñòâàìè ðàññìàòðèâà-
ëèñü òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè, èìåþùåé îäèí
ìàêñèìóì, õîòÿ îáîáùåíèå ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ íå âûçûâàåò
íèêàêèõ çàòðóäíåíèé.

Äðóãîé âàæíûé àñïåêò ðàññìîòðåííûõ â ãëàâå çàäà÷, íà
êîòîðîì íåîáõîäèìî îñòàíîâèòñÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî, ñ
îäíîé ñòîðîíû, êëàññ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, îãðàíè÷åííûé
âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàìè, ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì �áîëüøèì� â
òîì ñìûñëå, ÷òî, çàäàâàÿ äîñòàòî÷íî æåñòêî ãðàíè÷íûå ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëåííîãî âèäà, ìû íå íàêëàäûâàåì
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèè âíóòðè êëàññà. Òàê, â ïðè-
ìåðå 9.2 äëÿ îïèñàíèÿ âðåìåíè äî îòêàçà çàäàþòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ãðàíèö êëàññà, à ñàì êëàññ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îãðàíè÷åíèå êëàññà,
íàïðèìåð, òîëüêî ðàñïðåäåëåíèÿìè òîãî æå âèäà â áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ ñâîäèò çàäà÷ó ê ïîèñêó îïòèìàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé â ðàìêàõ èíòåðâàëîâ ýòèõ
ïàðàìåòðîâ. Åñëè â ïðèìåðå 9.2 ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â êëàññå
ðàñïðåäåëåíèé ìîãóò áûòü òîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ, òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé
ïîëåçíîñòè èìååò âèä:

Eh = sup
0.2≤λ≤0.5

∫ ∞
0

h(x) · λ · exp(−λx)dx =

= sup
0.2≤λ≤0.5

∫ ∞
0

(
60− (x− 5)2

)
· λ · exp(−λx)dx = 52.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà Eh = 34. Êàê âèäíî
èç ðàñ÷åòîâ, çàäà÷à ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè ïî êðàéíåé
ìåðå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò òîëüêî îäèí ïàðàìåòð.
Â òî æå âðåìÿ âîïðîñû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè èñïîëüçîâà-
íèè áîëåå ñëîæíûõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé, íàïðèìåð êëàññîâ
ñòàðåþùèõ è ìîëîäåþùèõ ðàñïðåäåëåíèé [122, 123, 125, 154],
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Òàáëèöà 9.1. Ïðÿìàÿ çàäà÷à

v =
∫∞
−∞ h (x) ρ (x) dx→ min
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 ρ (x) ≥ 0,
2

∫∞
−∞ ρ (x) dx = 1,

3 −
∫ x
−∞ ρ (x) dx ≥ −F (x) ,

4
∫ x
−∞ ρ (x) dx ≥ F (x) .

Òàáëèöà 9.2. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

w = c0 +
∫∞
−∞

(
−c (t)F (t) + d (t)F (t)

)
dt→ max

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 c0 +
∫∞
x (−c (t) + d (t)) dt ≤ h (x) ,

2 c0 ∈ R,
3 c (x) ≥ 0,
4 d (x) ≥ 0.

îñòàþòñÿ îòêðûòûìè è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâà-
íèé.

9.13. Ïðèëîæåíèå ê ãëàâå 9

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 9.15.

Äîêçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ h (x) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóå-
ìîé íà ìíîæåñòâå R è èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå ïðè x→∞. Ãðàíè÷-
íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé F è F òàêæå äèôôåðåíöèðóåìû. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè ìîæíî çàïè-
ñàòü ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(òàáë. 9.1 è 9.2). Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè
ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó ñ òî÷êè çðåíèÿ äâîéñòâåííîñòè.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùàÿ: 1) ïðåäëàãàåòñÿ äîïóñòèìîå
ðåøåíèå äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è; 2) ïðåäëàãàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå äî-
ïóñòèìîå ðåøåíèå äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è; 3) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
öåëåâûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò è, ñîãëàñíî òåîðåìå î äâîéñòâåííûõ
çàäà÷àõ â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè, ïðåäëàãàåìûå ðåøåíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðÿìóþ çàäà÷ó. Ïóñòü a′, a′′ ∈ R. Ôóíêöèÿ

5×àñòü äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñäåëàíà Ñ.Â. Ãóðîâûì.
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ïëîòíîñòè

ρ (x) =

 dF (x) /dx, x < a′

0, a′ ≤ x ≤ a′′
dF (x) /dx, a′′ < x

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ∫ ∞

−∞
ρ (x) dx = 1,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê∫ a′

−∞
dF (x) +

∫ ∞
a′′

dF (x) = 1

èëè êàê
F (a′) = F (a′′) . (9.29)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó è ïðåæäå âñåãî åå ïåðâîå
îãðàíè÷åíèå

c0 +
∫ ∞
x

(−c (t) + d (t)) dt ≤ h (x) . (9.30)

Îíî ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ â ïðÿìîé çàäà÷å ρ (x) ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äîïóñòèìîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çà-

äà÷è: c0 = h (∞),

c (x) =
{
h′ (x) , x < a′

0, x ≥ a′ , d (x) =
{

0, x < a′′

−h′ (x) , x ≥ a′′ .

Íåðàâåíñòâà c (x) ≥ 0 è d (x) ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå a′ ≤ a ≤ a′′, ò.å. èíòåðâàë [a′, a′′] íàêðûâàåò òî÷êó ìàêñè-
ìóìà ôóíêöèè h. Èíòåãðèðóÿ c (x) è d (x), ïîëó÷àåì âîçðàñòàþùóþ
ôóíêöèþ:

C (x) = −
∫ ∞
x

c (t) dt =
{
h (x)− h (a′) , x < a′

0, x ≥ a′

è óáûâàþùóþ ôóíêöèþ

D (x) =
∫ ∞
x

d (t) dt =
{
h (a′′)− h (∞) , x < a′′

h (x)− h (∞) , x ≥ a′′ .

Ïåðåïèøåì óñëîâèå (9.30) â ñëåäóþùåì âèäå:

c0 + C (x) +D (x) ≤ h (x) . (9.31)
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Åñëè x < a′, òî ðàâåíñòâî (9.31) ñâîäèòñÿ ê

c0 + h (x)− h (a′) + h (a′′)− h (∞) = h (x) .

Îòñþäà
h (a′′) = h (a′) . (9.32)

Åñëè a′ < x < a′′, òî c0+h (a′′)−h (∞) ≤ h (x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ (a′, a′′) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå h (a′′) = h (a′)) ≤ h (x), ò.å.
h (a′′) è h (a′) � ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè h (x) íà èíòåðâàëå
x ∈ (a′, a′′).

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå x ≥ a′′, òî ïîëó÷àåì òðèâèàëüíîå
ðàâåíñòâî c0 + h (x)− h (∞) = h (x).

Äâà ïðåäëàãàåìûõ ðåøåíèÿ âåðíû, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîë-
íÿþòñÿ (9.29) äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è è (9.32) äëÿ äâîéñòâåííîé. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ (α) = h
(
F
−1

(α)
)
− h

(
F−1 (α)

)
,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êàê ðàçíîñòü äâóõ íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé. Òàê êàê ôóíêöèÿ h èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå x = a, òî,
ïðèíèìàÿ α = F (a), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

ϕ (γ) = h
(
F
−1

(F (a))
)
− h (a) ≤ 0

è, ïðèíèìàÿ γ = F (a), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

ϕ (γ) = h (a)− h
(
F−1

(
F (a)

))
≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå γ â èíòåðâàëå(
F (a) , F (a)

)
, ÷òî ϕ (γ) = 0 (áëàãîäàðÿ íåïðåðûâíîñòè ϕ).

Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò òàêèå a′ = F
−1

(γ) è a′′ = F−1 (γ), ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî h (a′) = h (a′′) â (9.32).

Äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

vmin =
∫ a′

0

h (x) dF (x) +
∫ ∞
a′′

h (x) dF (x).

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì öåëåâóþ ôóíêöèþ äëÿ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è

wmax = c0 +
∫ a′

0

−h′ (t)F (t) dt+
∫ ∞
a′′
−h′ (t)F (t) dt =

= c0 − h (a′)F (a′) +
∫ a′

0

h (t) dF (t)+

+ h (a′′)F (a′′)− h (∞) +
∫ ∞
a′′

h (t) dF (t)
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èëè

wmax = −h (a′)F (a′) +
∫ a′

0

h (t) dF (t) +

+ h (a′′)F (a′′) +
∫ ∞
a′′

h (t) dF (t) .

Èç óñëîâèÿ (9.32) ñëåäóåò, ÷òî wmax = vmin, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äîêàçûâà-
åòñÿ àíàëîãè÷íî.
Äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàâåíñòâà (9.4)�(9.3). Ìîæíî çàìåòèòü èç (9.4), ÷òî ïðè
γ < F (a) íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè h íà Aγ ÿâëÿåòñÿ h(a∗γ),
áëàãîäàðÿ òîìó ÷òî ôóíêöèÿ h âîçðàñòàåò â èíòåðâàëå [ainf , a]. Ïðè
γ ∈ [F (a), F (a)] íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè h íà Aγ ÿâëÿåòñÿ
f(a). Ñëó÷àé γ > F (a) àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî, ó÷èòûâàÿ óáû-
âàíèå ôóíêöèè h íà ýòîì èíòåðâàëå. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì äëÿ
âåðõíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Eh =

F (a)∫
0

h(a∗γ)dγ +

F (a)∫
F (a)

h(a)dγ +

1∫
F (a)

h(a∗γ)dγ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íèæíþþ ãðàíèöó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ. Ïðè γ < F (a) è γ > F (a) ïîèñê íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè h îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî è ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì h(a∗γ)
è h(a∗γ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè γ ∈ [F (a), F (a)] íàèìåíüøèì çíà÷åíè-
åì ôóíêöèè h íà Aγ ÿâëÿåòñÿ ëèáî h(a∗γ), ëèáî h(a∗γ), òàê êàê h
âîçðàñòàåò ïðè x < a è óáûâàåò ïðè x > a. Îòñþäà

Eh =

F (a)∫
0

h(a∗γ)dγ +

F (a)∫
F (a)

min(h(a∗γ), h(a∗γ))dγ+

+

1∫
F (a)

h(a∗γ)dγ, (9.33)

Èñïîëüçóÿ (9.29) è (9.32) (âûâîä èñïîëüçóåìûé â ïåðâîì äîêàçà-
òåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ çäåñü),
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé óðîâåíü α, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâî h(F
−1

(α)) = h(F−1(α)).
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Òàáëèöà 9.3. Ïðÿìàÿ çàäà÷à

v =
∫ b1
b0
h (x) f (x)dx→ min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 f (x) ≥ 0,
2 F0 ≥ 0,
3 F1 ≥ 0,
4 −

∫ x
b0
f (t) dt− F0 ≥ −F (x) ,

5
∫ x
b0
f (t) dt+ F0 ≥ F (x) ,

6 −F0 ≥ −F (b0) ,
7 F0 ≥ F (b0) ,
8 −F1 ≥ −F (b1) ,
9 F1 ≥ F (b1) ,
10

∫ b1
b0
f (t) dt+ F0 − F1 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 9.4.

Äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè (ñì.
òàáë. 9.3 è 9.4) äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ ôóíêöèè h äëÿ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà [b0, b1]. Çäåñü h
èìååò îäèí ìàêñèìóì â òî÷êå a1. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è áóäóò
íàçûâàòüñÿ ëîêàëüíûìè.

Âñå íåðàâåíñòâà â çàäà÷àõ âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ x ∈ [b0, b1].
Îñîáåííîñòü ýòèõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íèõ èñïîëüçóþòñÿ
�ãðàíè÷íûå� óñëîâèÿ â âèäå ïåðåìåííûõ F0 è F1 â ïðÿìîé çàäà÷å
è ñîîòâåòñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé â äâîéñòâåííîé.
Ýòè ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íåèçâåñòíîé îïòèìàëüíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êàõ b0 è b1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî h (x) ≥ 0 äëÿ âñåõ x è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ x ∈ [b0, b1].
Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ â çàâèñèìî-
ñòè îò âèäà ôóíêöèè h è ôóíêöèé F è F . Ïîýòîìó ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèå âîçìîæíûå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. F (b0) > F (b1). Î÷åâèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
èìååò âèä: f (x) = 0, F (x) = F0 = F1 = α, ãäå α - ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ F (b1) < α < F (b0) äëÿ ïðÿìîé
çàäà÷è è óñëîâèÿì c (x) = d (x) = 0, c0 = d0 = c1 = d1 = e = 0 äëÿ
äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

Ñëó÷àé 2. F (b0) ≤ F (b1). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå
α, ÿâëÿþùååñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

ϕ (α) = h
(

max
(
F
−1

(α) , b0
))
− h

(
min

(
F−1 (α) , b1

))
342



Òàáëèöà 9.4. Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

w = −c0F (b0) + d0F (b0)− c1F (b1) + d1F (b1) +
+
∫ b1
b0

(
−F (x) c (x) + F (x) d (x)

)
dx→ max

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

1 e+
∫ b1
x (−c (t) + d (t)) dt ≤h (x) ,

2 e− c0 + d0 +
∫ b1
b0

(−c (t) + d (t)) dt ≤0,
3 −e− c1 + d1 ≤ 0,
4 c (x) ≥ 0,
5 d (x) ≥ 0,
6 c0 ≥ 0,
7 d0 ≥ 0,
8 c1 ≥ 0,
9 d1 ≥ 0,
10 e ∈ R.

â èíòåðâàëå
[
F (a1) , F (a1)

]
. Òàê êàê h èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå a1,

òî êîðåíü α ñóùåñòâóåò â èíòåðâàëå
[
F (a1) , F (a1)

]
.

Ðàññìîòðèì òðè âàðèàíòà äëÿ ñëó÷àÿ 2.
Âàðèàíò 2.1. F (b0) ≤ α ≤ F (b1). Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îáî-

çíà÷èì a′ = F
−1

(α), a′′ = F−1 (α). Òîãäà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
èìååò âèä:

f (x) =

 dF (x)/dx, b0 < x < a′

0, a′ 6 x 6 a′′

dF (x) /dx, a′′ < x < b1

,

F0 = F (b0) , F1 = F (b1) .

Îòñþäà ñëåäóåò

F (x) =
∫ x

b0

f (t) dt+ F0 =

 F (x) , b0 < x < a′

α, a′ 6 x 6 a′′

F (x) , a′′ < x < b1

.

Íàéäåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåîðåìîé ðàâíîâåñèÿ [150], åñëè a′ < x < b1, òî c (x) = 0,
è åñëè b0 < x < a′′, òî d (x) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî d0 = c1 = 0. Ðàñ-
ñìîòðèì îãðàíè÷åíèå

e+
∫ b1

x

(−c (t) + d (t)) dt ≤ h (x)

äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ x.
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Ðèñ. 9.10. Ñëó÷àé 1

Ïóñòü a′′ < x < b1. Òîãäà

e+
∫ b1

x

d (t) dt = h (x) .

Îòñþäà d (x) = −h′ (x) è e = h (b1).
Ïóñòü a′ ≤ x ≤ a′′. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

e+
∫ b1

a′′
d (t) dt ≤ h (x)

èëè h (a′′) ≤ h (x). Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ áëàãî-
äàðÿ óñëîâèþ h (a′) = h (a′′).

Ïóñòü b0 < x < a′. Òîãäà

e−
∫ a′

x

c (t) dt+
∫ b1

a′′
d (t) dt = h (x)

èëè

−
∫ a′

x

c (t) dt+ h (a′′) = h (x) .

Îòñþäà c (x) = h′ (x). Ðàâåíñòâî

e− c0 + d0 +
∫ b1

b0

(−c (t) + d (t)) dt = 0

ïîêàçûâåò, ÷òî

h (b1)− c0 − h (a′) + h (b0)− h (b1) + h (a′′) = 0
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è c0 = h (b0). Èç ðàâåíñòâà −e−c1 +d1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî
óñëîâèå d1 = e = h (b1). Â èòîãå ïîëó÷àåì:

c (x) =
{
h′ (x) , b0 < x < a′

0, a′ 6 x 6 b1
,

d (x) =
{

0, b0 < x < a′′

−h′ (x) , a′′ 6 x 6 b1
,

c0 = h (b0) , d0 = c1 = 0, d1 = e = h (b1) .

Ñðàâíèì öåëåâûå ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îïòèìàëü-
íûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷:

vmin =
∫ a′

b0

h (x) dF (x) +
∫ b1

a′′
h (x) dF (x) ,

wmax = −F (b0)h (b0) + F (b1)h (b1)−

−
∫ a′

b0

F (x)h′ (x)dx−
∫ b1

a′′
F (x)h′ (x)dx

èëè

wmax = −F (b0)h (b0) + F (b1)h (b1) +

+
∫ a′

b0

h (x)dF (x)− F (a′)h (a′) + F (b0)h (b0) +

+
∫ b1

a′′
h (x) dF (x)− F (b1)h (b1) + F (a′′)h (a′′) =

= vmin.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî öåëåâûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò.

Âàðèàíò 2.2. α > F (b1). Îáîçíà÷èì a′ = F
−1

(F (b1)). Òîãäà
îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè èìååò âèä

f (x) =
{

dF (x) /dx, b0 < x < a′

0, a′ 6 x 6 b1
,

F0 = F (b0) , F1 = F (b1) ,

F (x) =
∫ x

b0

f (t) dt+ F0 =
{

F (x) , b0 < x < a′

F (b1) , a′ 6 x 6 b1
.

Íàéäåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òåîðåìîé ðàâíîâåñèÿ [150], åñëè a′ < x < b1, òî c (x) = 0, è
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Ðèñ. 9.11. Ñëó÷àé 2.1

åñëè b0 < x < b1, òî d (x) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî d0 = c1 = 0. Ðàññìîò-
ðèì îãðàíè÷åíèå

e+
∫ b1

x

(−c (t) + d (t)) dt ≤ h (x)

äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ.
Ïóñòü a′ < x < b1. Òîãäà óñëîâèå e ≤ h (x) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ.
Ïóñòü b0 < x < a′. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî

e−
∫ a′

x

c (t) dt = h (x) .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíû ðàâåíñòâà c (x) = h′ (x) è e = h (a′). Îòñþäà
äëÿ èíòåðâàëà a′ < x < b1 âûïîëíÿåòñÿ e = h (a′) ≤ h (x). Óñëîâèå

e− c0 + d0 +
∫ b1

b0

(−c (t) + d (t)) dt = 0

ïîêàçûâàåò, ÷òî h (a′) − c0 − h (a′) + h (b0) = 0 è c0 = h (b0). Èç
ðàâåíñòâà −e−c1+d1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî âåðíî óñëîâèå d1 = e = h (a′).
Â èòîãå ïîëó÷àåì

c (x) =
{
h′ (x) , b0 < x < a′

0, a′ 6 x 6 b1
,

d (x) = 0, c0 = h (b0) , d0 = c1 = 0, d1 = e = h (a′) .

Ñðàâíèì öåëåâûå ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷:

vmin =
∫ a′

b0

h (x) dF (x) ,
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Ðèñ. 9.12. Ñëó÷àé 2.2

wmax = −F (b0)h (b0) + F (b1)h (a′)−
∫ a′

b0

F (x)h′ (x)dx =

= −F (b0)h (b0) + F (b1)h (a′) +

+
∫ a′

b0

h (x)dF (x)− F (a′)h (a′) + F (b0)h (b0) = vmin.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé âèäíî, ÷òî öåëåâûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò.
Âàðèàíò 2.3. α < F (b0). Îáîçíà÷èì a′′ = F−1

(
F (b0)

)
. Òîãäà

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è èìååò âèä:

f (x) =
{

0, b0 6 x 6 a′′

dF (x) /dx, a′′ < x < b1
,

F0 = F (b0) , F1 = F (b1) ,

F (x) =
{
F (b0) , b0 6 x 6 a′′

F (x) , a′′ < x < b1
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàðèàíòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäû-
äóùèõ âàðèàíòîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ h íà÷èíàåòñÿ ñ ëîêàëüíîãî ìèíèìó-
ìà è çàêàí÷èâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì an. Ñëó÷àé, êîãäà h
íà÷èíàåòñÿ (çàêàí÷èâàåòñÿ) ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì (ìèíèìóìîì)
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Eh =

F (bn)∫
0

min
bi∈Aγ

(h(a∗γ), h(bi), h(a∗γ))dγ +

1∫
F (bn)

h(a∗γ)dγ,
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Ðèñ. 9.13. Ñëó÷àé 2.3

Eh =

F (a1)∫
0

h(a∗γ)dγ +

F (an)∫
F (a1)

max
ai∈Aγ

(h(a∗γ), h(ai), h(a∗γ))dγ.

Îáúÿñíèì âûðàæåíèå äëÿ íèæíåé ãðàíèöû (âåðõíÿÿ ãðàíèöà îïðå-
äåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî). Íàèáîëåå èíòåðåñíàÿ ÷àñòü � ïåðâûé èíòå-
ãðàë. Ïóñòü B = {bi, . . . , bj}, (i ≤ j) � ìíîæåñòâî òî÷åê ëîêàëüíûõ
ìèíèìóìîâ âíóòðè Aγ (B ìîæåò áûòü ïóñòûì); bi−1 è bj+1 � áëè-
æàéùèå ê Aγ òî÷êè ìèíèìóìîâ âíå ñàìîãî Aγ . Ðàññìîòðèì ñèòó-
àöèþ, äëÿ êîòîðîé íàèìåíüøèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì h(bk), bk ∈ B
(ïóñòîå ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì ñëó÷àåì) áîëüøå, ÷åì
h(bi−1), h(bj+1). Òàê êàê ïðè âîçðàñòàíèè γ ðàñøèðÿåòñÿ èíòåðâàë
Aγ , íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå ñëó÷àè. Íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå ëèáî ñìåùàåòñÿ îò h(a∗γ) ê h(bk) â íåêîòîðîé òî÷êå (ýòî ñëó÷àé
2.2, ðèñ. 9.12), ëèáî ñìåùàåòñÿ îò h(bk) ê h(a∗γ) (ýòî ñëó÷àé 2.3, ðèñ.
9.13), ëèáî îíî ñìåùàåòñÿ îò h(a∗γ) ê h(a∗γ), åñëè h(bk) ÿâëÿåòñÿ
ñëèøêîì áîëüøèì (ýòî ñëó÷àé 2.1, ðèñ. 9.11). Ñëó÷àé 9.10 ñîîòâåò-
ñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà ëîêàëüíûé ìèíèìóì bi âñåãäà áîëüøå äâóõ
äðóãèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ýêâèâàëåíòíî b0, b1) â ëþáîì èíòåð-
âàëå Aγ . Ñêà÷îê â óòâåðæäåíèè 9.4 ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà
íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè h(x) ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå h(bk), ëè-
áî h(bk) = h(a∗γ), ëèáî bk íà ãðàíèöå Aγ ïðè óâåëè÷åíèè γ. Ïåðâûé
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò �ãîðèçîíòàëüíîìó� ñêà÷êó è îäíîìó èç êîðíåé
α â óòâåðæäåíèè 9.4. Âòîðîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò îáðûâó âåðòè-
êàëüíîãî ñêà÷êà âåðõíåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.



Ãëàâà 10

Àíàëèç ðèñêà èíâåñòèöèé

Ïðîãíîçèðîâàòü ñðåäíèå ýêîíî-
ìè÷åñêèå ïîêàçàòåëè � âñå ðàâ-
íî ÷òî óâåðÿòü íå óìåþùåãî ïëà-
âàòü ÷åëîâåêà, ÷òî îí ñïîêîéíî
ïåðåéäåò ðåêó âáðîä, ïîòîìó ÷òî
åå ñðåäíÿÿ ãëóáèíà íå áîëüøå ÷å-
òûðåõ ôóòîâ.

Ìèëòîí Ôðèäìåí

10.1. Ïîíÿòèå ÷èñòîé ñîâðåìåííîé öåííîñòè
èíâåñòèöèé

Îñíîâíîé öåëüþ àíàëèçà ðèñêà è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â
èíâåñòèðîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ðèñêà òîãî, ÷òî öå-
ëè èíâåñòèöèé íå áóäóò äîñòèãíóòû. Ïðè ýòîì ðèñê âîçíè-
êàåò âñëåäñòâèå íåîïðåäåëåííîñòè òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò â áó-
äóùåì. Èíâåñòèöèîííûé ïðîåêò ïðåäïîëàãàåò ïëàíèðîâàíèå
âî âðåìåíè òðåõ îñíîâíûõ äåíåæíûõ ïîòîêîâ: ïîòîêà èíâå-
ñòèöèé, ïîòîêà òåêóùèõ (îïåðàöèîííûõ) ïëàòåæåé è ïîòîêà
ïîñòóïëåíèé. Êàê îòìå÷åíî â ðàáîòàõ [153, 168, 172], íè ïîòîê
òåêóùèõ ïëàòåæåé, íè ïîòîê ïîñòóïëåíèé íå ìîãóò áûòü ñïëà-
íèðîâàíû âïîëíå òî÷íî, òàê êàê íå ìîæåò áûòü ïîëíîé îïðå-
äåëåííîñòè îòíîñèòåëüíî áóäóùåãî ñîñòîÿíèÿ ðûíêà. Öåíà è
îáúåìû ðåàëèçóåìîé ïðîäóêöèè, öåíû íà ñûðüå è ìàòåðèàëû
è ïðî÷èå äåíåæíî-ñòîèìîñòíûå ïàðàìåòðû ñðåäû ïî ôàêòó
èõ îñóùåñòâëåíèÿ â áóäóùåì ìîãóò ñèëüíî ðàçíèòüñÿ ñ ïðåä-
ïîëàãàåìûìè ïëàíîâûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå îöåíèâàþòñÿ ñ
ïîçèöèé ñåãîäíÿøíåãî äíÿ.
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Â ëèòåðàòóðå ïî èíâåñòèöèîííîìó àíàëèçó (íàïðèìåð, â
[2]) îäíèì èç ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè èíâåñòèöèîííîãî
ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòàÿ ñîâðåìåííàÿ öåííîñòü èíâåñòèöèé
(NPV1). Â ïðîñòåéøåé ôîðìå ñîîòíîøåíèå äëÿ NPV èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

NPV = V0 +
T∑
k=1

Vk
(1 + r)k

, (10.1)

ãäå V0 � ñòàðòîâûé îáúåì èíâåñòèöèé2; T � ÷èñëî ïëàíî-
âûõ èíòåðâàëîâ (ïåðèîäîâ) èíâåñòèöèîííîãî ïðîöåññà, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñðîêó æèçíè ïðîåêòà; Vk � îáîðîòíîå ñàëüäî
ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé â k-ì ïåðèîäå; r � ñòàâêà äèñêîí-
òèðîâàíèÿ, âûáðàííàÿ ñ ó÷åòîì îöåíîê îæèäàåìîé ñòîèìî-
ñòè èñïîëüçóåìîãî â ïðîåêòå êàïèòàëà (íàïðèìåð, îæèäàåìàÿ
ñòàâêà ïî äîëãîñðî÷íûì êðåäèòàì).

Èíâåñòèöèîííûé ïðîåêò ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, êîãäà
NPV áîëüøå îïðåäåëåííîãî ïðîåêòíîãî óðîâíÿ G (â ñàìîì
ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå G = 0).

Ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ îöåíêè ðèñêà
èíâåñòèöèîííîãî ïðîåêòà íà îñíîâå NPV. Â ÷àñòíîñòè, â ðà-
áîòàõ [4, 45, 67] ó÷èòûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðîåêòû ïî ñâîåé
ïðèðîäå ÿâëÿþòñÿ óíèêàëüíûìè è îáû÷íî äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íûìè. Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà
íåñêîëüêî òèïîâ â çàâèñèìîñòè îò ìîäåëè íåîïðåäåëåííîñòè,
çàëîæåííîé ïðè îïèñàíèè ïàðàìåòðîâ NPV Vk, k = 1, ..., T , r.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ìåòîäîâ îñíîâàíà íà äåòåðìèíèðîâàííîì
ïðåäñòàâëåíèè îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðîåêòà. Ýòî íàèáîëåå
ïðîñòûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäû. Îäíàêî îíè
íå ó÷èòûâàþò íåîïðåäåëåííîñòü ïàðàìåòðîâ, êîòîðàÿ âñåãäà
èìååò ìåñòî ïðè ïëàíèðîâàíèè.

Âòîðàÿ ÷àñòü ìåòîäîâ ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî ïàðàìåò-
ðû ïðîåêòà ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûìè. Ýòè ìåòîäû èñïîëüçó-
þò ñòàíäàðòíûé èíòåðâàëüíûé àíàëèç [149] äëÿ âû÷èñëåíèÿ

1Net Present Value (àíãë.)
2Ñòàðòîâûé îáúåì èíâåñòèöèé V0 èíîãäà çàìåíÿåòñÿ öåíîé èíâåñòè-

öèé I, òàê ÷òî I = −V0.
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èíòåðâàëüíîãî çíà÷åíèÿ NPV. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî �èíòåð-
âàëüíûå� ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ïåðâîé ãðóïïû ìåòî-
äîâ. Îäíàêî ñòàíäàðòíûé èíòåðâàëüíûé àíàëèç ïðåäïîëàãàåò,
÷òî �èñòèííîå� çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðîåêòà ïðèíàäëåæèò ñî-
îòâåòñòâóþùåìó èíòåðâàëó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ýòî ñëèøêîì
ñòðîãîå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå äàëåêî íå âñåãäà âûïîëíÿåò-
ñÿ.

Òðåòüÿ ÷àñòü ìåòîäîâ îñíîâàíà íà ôîðìàëèçàöèè íåïîëíî-
òû èíôîðìàöèè îá îñíîâíûõ ïàðàìåòðàõ ïðè ïîìîùè òî÷íûõ
ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé. Òàêèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ íàèáî-
ëåå îáîñíîâàííûìè ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê
èñïîëüçóþò àïïàðàò êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Îä-
íàêî îíè òàêæå èìåþò ðÿä íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, êàæäûé
ïðîåêò îòëè÷àåòñÿ ñâîåé óíèêàëüíîñòüþ. Ïîýòîìó èñïîëüçî-
âàíèå ñòàòèñòèêè, ïîëó÷åííîé ïðè ðåàëèçàöèè àíàëîãè÷íûõ
ïðîåêòîâ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì è ìîæåò ïðèâåñòè ê
çíà÷èòåëüíûì îøèáêàì. Âî-âòîðûõ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî îöåí-
êè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå îïðîñà ýêñïåðòîâ, ìîãóò áûòü
âàæíîé ÷àñòüþ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè î ïàðàìåòðàõ èí-
âåñòèöèîííîãî ïðîåêòà, â òî æå âðåìÿ òàêèå îöåíêè îáû÷íî
íåòî÷íû è íåíàäåæíû âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííûõ âîçìîæíî-
ñòåé îöåíèâàíèÿ ÷åëîâåêîì. Â-òðåòüèõ, âûáîð òèïîâûõ ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåí-
íîñòè ïàðàìåòðîâ ïðîåêòà ÿâëÿåòñÿ ñóáúåêòèâíûì, òàê êàê
îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèöîì, ïðèíèìàþùèì ðåøåíèå, ÷òî äàëåêî
íå âñåãäà ïîâûøàåò äîâåðèå ê ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì. Â-
÷åòâåðòûõ, äàííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè
ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ3 è â îñíîâíîì èñïîëüçóþò
ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ. Ïðèìåðîì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ ïà-
ðàìåòðîâ òàêèìè èõ õàðàêòåðèñòèêàìè, êàê ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé [4]. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä äî-
ñòàòî÷íî ýôôåêòèâåí, íî íà÷àëüíûå ìîìåíòû ïåðâîãî è âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî
ìåíåå èíôîðìàòèâíûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè âå-
ðîÿòíîñòåé.

3Ñëîæíîñòü îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ âû÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ
ñâåðòîê, ÷òî óæå ïðè T = 2 âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè.
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Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûå íåäîñòàòêè òðåòüåé ÷àñòè ìåòî-
äîâ, îíè ïîêàçûâàþò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåêîòîðîãî òî÷íîãî
çíà÷åíèÿ NPV, à óñëîâèå NPV ≥ G íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê
ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî î âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî NPV ≥ G. Ñ
ýòèõ ïîçèöèé àíàëèç ðèñêà èíâåñòèöèé îòëè÷àåòñÿ îò àíàëèçà
ðèñêà â äðóãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ4 òîëüêî îñîáåííîñòÿìè
âûðàæåíèÿ (10.1) äëÿ NPV.

×åòâåðòàÿ ÷àñòü ìåòîäîâ [89] îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè
òåîðèè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ è òåîðèè âîçìîæíîñòåé [155, 156].
Ñîãëàñíî ýòèì ìåòîäàì, âñå ïàðàìåòðû NPV èëè ÷àñòü èç
íèõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ ñ çàäàííûìè
ôóíêöèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè. Îäíàêî ýòè ìåòîäû èìåþò ðÿä
ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, âûáîð ôóíêöèé ïðè-
íàäëåæíîñòè íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî èëè èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòî-
òû âû÷èñëåíèé (íàïðèìåð, âûáîð òðåóãîëüíîé ôîðìû ôóíê-
öèè). Òàêîé ïðîèçâîëüíûé âûáîð ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùå-
ñòâåííûì îøèáêàì, îñîáåííî åñëè ïðîåêò íàõîäèòñÿ íà ãðàíè
ýôôåêòèâíîñòè. Âî-âòîðûõ, îïåðàöèè ìèíèìóìà è ìàêñèìó-
ìà, èñïîëüçóåìûå ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ íå÷åòêèìè ìíîæåñòâàìè
áîëüøèíñòâîì àâòîðîâ, òàêæå íå ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè [28]
ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ïðèìåíåíèÿ. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî âîçìîæíûõ îïåðàöèé, âûáîð îïðåäåëåííîãî âàðèàíòà êî-
òîðûõ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ðàñ÷åòîâ.
Êðîìå òîãî, îïåðàöèè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ïðèâîäÿò ê ñó-
ùåñòâåííîé ðàçìûòîñòè ðåçóëüòàòîâ, îñîáåííî ïðè âûïîëíå-
íèè îïåðàöèé äåëåíèÿ è âû÷èòàíèÿ, ÷òî äåëàåò ïðèíÿòèå ðå-
øåíèÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Òàê, ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ýòà-
ïîâ ðåçóëüòàòû ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî ðàçìûòûìè èëè íåèí-
ôîðìàòèâíûìè, ÷òî ëþáîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé ïî íèì ÿâëÿåò-
ñÿ ñëèøêîì ðèñêîâàííûì. Â-òðåòüèõ, ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàç-
ëè÷íûõ ìåòîäîâ ñðàâíåíèÿ íå÷åòêîãî ÷èñëà è òî÷íîãî çíà÷å-
íèÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ïðè ñðàâíåíèè íå÷åòêîãî çíà÷åíèÿ NPV
ñ òî÷íûì çíà÷åíèåì G. Îäíàêî âñå ìåòîäû äàþò ðàçëè÷íûå
ðåçóëüòàòû, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ,

4Áîëüøîé êëàññ çàäà÷ àíàëèçà ðèñêà ðàññìàòðèâàåò âåðîÿòíîñòè òèïà
Pr(X ≥ Y ), ãäå X � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à Y � ëèáî äðóãàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ëèáî íåêîòîðîå äåòåðìèíèðîâàííîå çíà÷åíèå.
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îñîáåííî ïðè çíà÷èòåëüíîé ðàçìûòîñòè ðåçóëüòàòîâ.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî â ïðàêòèêå çà÷àñòóþ èñïîëüçóþòñÿ
òî÷íûå ýêñïåðòíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ NPV, òàêèå îöåíêè
îáû÷íî íåòî÷íû è íåíàäåæíû âñëåäñòâèå îãðàíè÷åííûõ âîç-
ìîæíîñòåé îöåíèâàíèÿ ÷åëîâåêîì. Ïîýòîìó îöåíêè çà÷àñòóþ
íîñÿò èíòåðâàëüíûé õàðàêòåð, òàê êàê ýêñïåðòó ïðîùå îöå-
íèòü íåêîòîðûé èíòåðâàë, â êîòîðûé, ïî åãî ìíåíèþ, ïîïà-
äàåò ¾èñòèííîå¿ çíà÷åíèå îöåíèâàåìîé âåëè÷èíû. Èñïîëüçî-
âàíèå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîé àðèôìåòèêè äëÿ ðàñ-
÷åòà NPV â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî, òàê êàê îá îäíîì è
òîì æå ïàðàìåòðå, âõîäÿùåì â NPV, îáû÷íî èìååòñÿ ìíîæå-
ñòâî îöåíîê, êîòîðûå íåîáõîäèìî êîìáèíèðîâàòü. Íàèáîëåå
ýôôåêòèâíûì è ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãèì àïïàðàòîì îáðàáîòêè
òàêèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ Äåìïñòåðà�Øåéôåðà, èëè òåî-
ðèÿ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ (ñì. ãëàâó 2). Èñõîäíûìè äàííûìè
äëÿ ðàñ÷åòà ýôôåêòèâíîñòè ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûå îöåíêè
ñòàðòîâîãî îáúåìà èíâåñòèöèé, îáîðîòíîãî ñàëüäî ïîñòóïëå-
íèé è ïëàòåæåé â êàæäîì ïåðèîäå, ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ,
ïîëó÷åííûå íà îñíîâå èíòåðâàëüíîãî ýêñïåðòíîãî îöåíèâàíèÿ.
Íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î êà÷åñòâå ýêñïåð-
òîâ íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê êàê êîððåêòíîñòü èõ îòâåòîâ àâòîìà-
òè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷-
íûõ èíòåðâàëîâ.

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä [111] âû÷èñëåíèÿ ÷èñòîé ñî-
âðåìåííîé öåííîñòè èíâåñòèöèé ïðè óñëîâèè èíòåðâàëüíîñòè
îöåíîê âñåõ ïàðàìåòðîâ.

10.2. Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêñïåðòíûå îöåíêè êàæäîãî ïàðàìåòðà
ïðîåêòà ïðåäñòàâëåíû â âèäå íàáîðîâ cki èíòåðâàëîâ

5 îáîðîò-
íîãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé â k-ì ïåðèîäå âðåìåíè6

Vki = [V L
ki, V

U
ki ], i = 1, ..., nk, k = 1, ..., T . Äàíû òàêæå dj èí-

òåðâàëîâ ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ rj = [rL
j , r

U
j ], j = 1, ...,m.

5Èíòåðâàëû ìîãóò áûòü òàêæå âûðîæäåííûìè, ò.å. ïðåäñòàâëÿòü ñî-
áîé òî÷å÷íûå çíà÷åíèÿ.

6Ïðåäïîëàãàåòñÿ äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê, ÷òî çíà÷åíèå V0 èçâåñòíî
òî÷íî.
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Çäåñü nk è m � ÷èñëà ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ ïàðàìåòðîâ Vk
è r ñîîòâåòñòâåííî. Îáùåå ÷èñëî èíòåðâàëîâ k-ãî îáîðîòíîãî
ñàëüäî ðàâíî Nk =

∑nk
i=1 cki. Â ÷àñòíîñòè åñëè cki = 1 äëÿ âñåõ

i = 1, ..., nk, òî Nk = nk. Îáùåå ÷èñëî èíòåðâàëîâ ñòàâêè äèñ-
êîíòèðîâàíèÿ ðàâíî M =

∑m
j=1 dj . Â ÷àñòíîñòè åñëè dj = 1

äëÿ âñåõ j = 1, ...,m, òî M = m. Îáîçíà÷èì çíà÷êàìè L è U,
íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû èíòåðâàëîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 10.1. Äàíû ÷åòûðå èíòåðâàëà [−4,−3], [−4,−3], [−4,−3],
[−1.95, 1] âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îáîðîòíîãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé V1

â ïåðâîì ãîäó, îäèí èíòåðâàë [2.4, 7] çíà÷åíèé îáîðîòíîãî ñàëüäî
ïîñòóïëåíèé V2 âî âòîðîì ãîäó, äâà èíòåðâàëà [0.1, 0.2], [0.15, 0.25]
ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ r è òî÷íîå çíà÷åíèå 0 ñòàðòîâîãî îáúåìà
èíâåñòèöèé V0 (I = 0). Çäåñü T = 2. Ôîðìàëüíî ïðèâåäåííàÿ âûøå
èíôîðìàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê

V11 = [−4,−3], c11 = 3,

V12 = [−1.95, 1], c12 = 1, n1 = 2, N1 = 4,

V21 = [2.4, 7], c21 = 1, n2 = 1, N2 = 1,

r1 = [0.1, 0.2], d1 = 1,

r2 = [0.15, 0.25], d2 = 1, m = 2, M = 2.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàæäûé ïàðàìåòð NPV åñòü ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íåèçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî-
ñòåé, òî ñàì NPV ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äâå õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ: ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ENPV ÷èñòîé ñîâðåìåííîé öåííîñòè
èíâåñòèöèé è âåðîÿòíîñòü Pr(NPV > 0) òîãî, ÷òî NPV ÿâëÿ-
åòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì7. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ
òàêæå, ÷òî V0 èçâåñòíî è ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

10.3. NPV è ñëó÷àéíûå ìíîæåñòâà

Òàê êàê ïàðàìåòðû NPV ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè, òî îíè ìîãóò àíàëèçèðîâàòüñÿ ïðè ïîìîùè àïïàðàòà

7Â îáùåì ñëó÷àå èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî NPV
ïðåâûøàåò ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå G. Îäíàêî çäåñü äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ òîëüêî âåðîÿòíîñòü Pr(NPV > 0), òàê êàê íåíóëåâîå çíà-
÷åíèå G ìîæåò áûòü âñåãäà ó÷òåíî â ïàðàìåòðå V0.
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ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþùàÿñÿ èíôîð-
ìàöèÿ îá îáîðîòíîì ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé Vk â k-ì
ïåðèîäå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ïðè ïîìîùè áàçîâûõ âåðî-
ÿòíîñòåé8 m(Vki) = cki/Nk, i = 1, ..., nk. Àíàëîãè÷íûå áàçî-
âûå âåðîÿòíîñòè çàïèñûâàþòñÿ äëÿ ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ
m(rj) = dj/M , j = 1, ...,m. Çäåñü áàçîâûå âåðîÿòíîñòè îñ-
íîâàíû íà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîòàõ èíòåðâàëîâ (ñì. ãëàâó 2).
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
çíà÷åíèÿì k-ãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé Vk, ò.å.

Vk = {Vki, i = 1, ..., nk}, k = 1, ..., T, (10.2)

è ìíîæåñòâî ôîêàëüíûõ ýëåìåíòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê çíà÷åíèÿì
ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ R, ò.å.

R = {rj , j = 1, ...,m}. (10.3)

Òàê êàê NPV � ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ r, Vk,
k = 1, ..., T , òî íàèáîëåå âàæíûìè ìîìåíòàìè äàëüíåéøåãî
àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè, òèï íåçàâèñèìîñòè
è ìîíîòîííîñòü NPV êàê ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåò-
ðîâ.

Êîãäà èìååòñÿ òîëüêî ÷àñòè÷íàÿ èíôîðìàöèÿ, ôîðìà-
ëèçîâàííàÿ ïðè ïîìîùè ìíîæåñòâ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíî-
ñòåé, ðàçëè÷íûå òèïû íåçàâèñèìîñòè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
[15, 33] è äàâàòü ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû. Íèæå áóäóò
èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî òðè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ òèïà
íåçàâèñèìîñòè: íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, íåèç-
âåñòíîå âçàèìîäåéñòâèå èëè îòñóòñòâèå ñâåäåíèé î íåçà-

âèñèìîñòè è ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî NPV ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùåé ôóíêöèåé ïåðåìåííûõ Vk, k = 1, ..., T . Îäíàêî èç ïåð-

8Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå èíòåðâàëû, îïèñûâàþùèå çíà÷åíèÿ îä-
íîãî ïàðàìåòðà NPV, ïîëó÷åíû èç îäíîãî èñòî÷íèêà. Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ
èçëîæåíèÿ ðàçëè÷íûå ïðàâèëà êîìáèíèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâ [74] çäåñü
íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Îäíàêî îíè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê èñõîäíûì äàí-
íûì, ïîëó÷åííûì èç ðàçëè÷íûõ íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ. Òåì íå ìåíåå
ëþáîå ïðàâèëî â êîíå÷íîì ñ÷åòå äàåò ìíîæåñòâî áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé,
êîòîðûå îáðàçóþò îäèí îáúåäèíåííûé èñòî÷íèê.
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âîé ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó r

dNPV
dr

= −
T∑
k=1

kVk
(1 + r)k+1

ñëåäóåò, ÷òî NPV ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöè-
åé ïåðåìåííîé r òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âñå ïàðàìåòðû Vk íå
ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûìè, ò.å. Vk ≥ 0 äëÿ âñåõ k = 1, ..., T .
Â îáùåì ñëó÷àå NPV íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé r, ÷òî
ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò àíàëèç. Ãîâîðÿ íèæå, ÷òî NPV � ìî-
íîòîííàÿ ôóíêöèÿ, ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò
ñ ðîñòîì r.

10.3.1. Óïðîùåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà NPV �â ñðåäíåì�

Ïåðâûé ìåòîä ðàñ÷åòà NPV çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà
îñíîâå ïîëó÷åííûõ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé âû÷èñëÿþòñÿ ãðà-
íèöû ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé êàæäîãî ïàðàìåòðà â ñîîò-
âåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. ðàçäåë 2.4).
Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà èìåþò
âèä:

EVk =
nk∑
i=1

m(Vki)V L
ki, EVk =

nk∑
i=1

m(Vki)V U
ki , k = 0, ..., T,

Er =
m∑
j=1

m(rj)rL
j , Er =

m∑
j=1

m(rj)rU
j .

Ïðåäïîëàãàÿ ñòðîãóþ íåçàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ NPV,
ìîæíî çàïèñàòü íà îñíîâå ñòàíäàðòíîãî èíòåðâàëüíîãî àíà-
ëèçà ñëåäóþùèå ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ NPV:

ESNPV = EV0 + inf
x∈[Er,Er]

T∑
k=1

EVk
(1 + x)k

,

ESNPV = EVk + sup
x∈[Er,Er]

T∑
k=1

EVk
(1 + x)k

.
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Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé NPV îïòèìàëüíûìè
çíà÷åíèÿìè x äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèö ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ NPV ÿâëÿþòñÿ Er è Er ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì. Îä-
íàêî îí íå ó÷èòûâàåò öåëûé ðÿä ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà õà-
ðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ïðîåêòà, íàïðèìåð ðàçëè÷íûå
òèïû íåçàâèñèìîñòè. Êðîìå òîãî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
NPV íå äàåò ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ïîâåäåíèè äàííîãî ïî-
êàçàòåëÿ.

10.3.2. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ x1 ∈ Ω1 è x2 ∈ Ω2 è èçâåñòíû áàçîâûå âåðîÿòíîñòè
m1(A1) è m2(A2) ñîáûòèé A1 ⊆ Ω1 è A2 ⊆ Ω2 ñîîòâåòñòâåííî.
Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ èìååò ìåñòî [15, 24], åñ-
ëè ñîâìåñòíàÿ áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ
m(A1 × A2) = m1(A1)m2(A2). Ýòî îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìî-
ñòè ìîæíî îáîñíîâàòü â òåðìèíàõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ [15]:

1) ñóùåñòâóþò äâà ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòà íà ìíîæå-
ñòâàõ èñõîäîâ Ψ1 è Ψ2, êàæäûé èõ êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ
íåêîòîðûì èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé;

2) êàæäîå ìíîæåñòâî èñõîäîâ Ψi ñâÿçàíî ñ Ωi ìíîãîçíà÷-
íûì îòîáðàæåíèåì Gi : Ψi → P(Ωi);

3) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà Ψi îáðàçóåò áàçîâûå âå-
ðîÿòíîñòè mi íà Ωi ïîñðåäñòâîì ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
Gi;

4) ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà Ψ1 è Ψ2 ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìû;

5) íåò íèêàêîé èíôîðìàöèè î âçàèìîäåéñòâèè ìåæäó ìå-
õàíèçìàìè âûáîðà èñõîäîâ èç Ω1 è Ω2.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ

J = {(i1, ..., iT , j) : ik = 1, ..., nk, k = 1, ..., T, j = 1, ...,m}

è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå èíòåðâàëîâ

Φ(i1, ..., iT , j) = V1i1 × ...×VT iT × rj ⊆ RT+1.
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Òîãäà âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ⊆ RT+1

åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

PR(A) =
∑
J
I(Φ(i1, ..., iT , j) ∩A 6= ∅)×

×m (Φ(i1, ..., iT , j)) .

Çäåñü I(·) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå
1, åñëè åå àðãóìåíò ïðèíèìàåò çíà÷åíèå �èñòèíà�. Ñèìâîë R
îçíà÷àåò òîò ôàêò, ÷òî ãðàíèöà ïîëó÷åíà ïðè óñëîâèè íåçà-
âèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ.

Åñëè ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíî-
æåñòâ, òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

m (Φ(i1, ..., iT , j)) = m (V1i1) · · ·m (VT iT )m (rj) . (10.4)

Íèæíÿÿ âåðîÿòíîñòü PR(A) åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîâ-
ìåñòíàÿ ôóíêöèÿ äîâåðèÿ9

PR(A) =
∑
J

(1− I(Φ(i1, ..., iT , j) ∩Ac 6= ∅))×

×m (Φ(i1, ..., iT , j)) .

Çàìåòèì, ÷òî Φ(i1, ..., iT , j) ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó NPV,
îáîçíà÷åííîìó

NPV(i1, ..., iT , j) = [NPVL(i1, ..., iT , j),NPVU(i1, ..., iT , j)]

è ïîëó÷åííîìó èç (10.1) ïîäñòàíîâêîé èíòåðâàëîâ îáîðîòíîãî
ñàëüäî ïîñòóïëåíèé ñ íîìåðàìè i1, ..., iT è èíòåðâàëîâ ñòàâêè
äèñêîíòèðîâàíèÿ ñ íîìåðîì j â (10.1). Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

m (NPV(i1, ..., iT , j)) = m (Φ(i1, ..., iT , j)) .

Ïðè ýòîì ðàñ÷åò NPV îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ïðàâèë
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè èíòåðâàëüíûõ ïåðåìåííûõ, ò.å.

NPVL(i1, ..., iT , j) = inf

(
V0 +

T∑
k=1

Vk(1 + r)−k
)

(10.5)

9Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Ψ(i1, ..., iT , j)∩Ac ïóñòî, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ψ(i1, ..., iT , j) ⊂ A.
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ Vk ∈ Vkik , k = 1, ..., T , è r ∈ rj .
Âåðõíÿÿ ãðàíèöà NPVU âû÷èñëÿåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì

çàìåíîé îïåðàöèè inf íà sup.
Òîãäà ïðè A = (−∞, z) ⊂ R íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíè-

öû âåðîÿòíîñòåé10, òîãî ÷òî NPV êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íå
áîëüøå z, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

PR(NPV ≤ z) =
∑
J
I(NPVL(i1, ..., iT , j) ≤ z)×

×m (NPV(i1, ..., iT , j)) , (10.6)

PR(NPV ≤ z) =
∑
J
I(NPVU(i1, ..., iT , j) ≤ z)×

×m (NPV(i1, ..., iT , j)) . (10.7)

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëÿÿ íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû
NPV, èç n1···nTm âîçìîæíûõ êîìáèíàöèé èíòåðâàëîâ îáîðîò-
íîãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ, ìîæíî
íàéòè íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè P (NPV ≤ z)
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé z ∈ R.

Â ÷àñòíîñòè, ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ NPV > 0 âû-
÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàâåíñòâ

PR(NPV > 0) = 1− PR(NPV ≤ 0),

PR(NPV > 0) = 1− PR(NPV ≤ 0) (10.8)

áëàãîäàðÿ ñâîéñòâàì íèæíåé è âåðõíåé âåðîÿòíîñòåé [131].

Èìåÿ íèæíåå è âåðõíåå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé,
âû÷èñëÿåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ERNPV è âåðõíÿÿ ãðàíèöà
ERNPV ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ NPV êàê

ERNPV = max
PR≤PR≤PR

∫
R
zdPR(NPV ≤ z), (10.9)

ERNPV = min
PR≤PR≤PR

∫
R
zdPR(NPV ≤ z). (10.10)

10Òî÷êè íèæíåé è âåðõíåé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé NPV.
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Ìàêñèìóì â çàäà÷å (10.9) äîñòèãàåòñÿ ïðè PR = PR è ìèíè-
ìóì â çàäà÷å (10.10) äîñòèãàåòñÿ ïðè PR = PR. Çàìåòèì, ÷òî
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé NPV ÿâëÿþòñÿ òàêèì ñòóïåí÷à-
òûìè ôóíêöèÿìè, ÷òî íèæíåå ðàñïðåäåëåíèå èìååò ñêà÷êè â
òî÷êàõ z = NPVU(i1, ..., iT , j), à âåðõíåå ðàñïðåäåëåíèå èìå-
åò ñêà÷êè â òî÷êàõ z = NPVL(i1, ..., iT , j). Îòñþäà ñëåäóþò
âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ NPV:

ERNPV =
∑
J

NPVU(i1, ..., iT , j)×

×m (NPV(i1, ..., iT , j)) , (10.11)

ERNPV =
∑
J

NPVL(i1, ..., iT , j)×

×m (NPV(i1, ..., iT , j)) . (10.12)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ íèæ-
íåé è âåðõíåé ãðàíèö ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ NPV ÿâ-
ëÿþòñÿ ãðàíèöàìè îæèäàåìîé ïîëåçíîñòè, îñíîâàííîé íà èñ-
ïîëüçîâàíèè èíòåãðàëà Øîêå [12, 66, 80]. Ïîñëåäóþùåå ðå-
øåíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè çàâèñèò îò ìîíîòîííîñòè NPV êàê
ôóíêöèè îáîðîòíûõ ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ñòàâêè äèñêîíòè-
ðîâàíèÿ.

10.3.3. Îòñóòñòâèå ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè

Èíîãäà ñëîæíî óòâåðæäàòü î íåçàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ
NPV, îñîáåííî êîãäà îäíè è òå æå ýêñïåðòû ïðåäîñòàâëÿþò
îöåíêè îá îáîðîòíîì ñàëüäî ïîñòóïëåíèé â ðàçëè÷íûå ïåðè-
îäû âðåìåíè. Êîãäà çíàíèÿ î ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðàõ îãðàíè-
÷åíû òîëüêî èíôîðìàöèåé î êàæäîì ïàðàìåòðå îòäåëüíî è
íè÷åãî íå èçâåñòíî î âçàèìîäåéñòâèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ìî-
äåëü íåèçâåñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èëè îòñóòñòâèÿ ñâåäåíèé î
íåçàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé [15, 33]
(ñì. ãëàâó 4). Â ýòîì ñëó÷àå èçâåñòíû òîëüêî ìàðãèíàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, à âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âå-
ðîÿòíîñòåé ñîáûòèÿ NPV ≤ z îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñëå-
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äóþùèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè:

PU (NPV ≤ z) = max
∑
J
I(NPVL(i1, ..., iT , j) ≤ z)×

×m (NPV(i1, ..., iT , j)) , (10.13)

PU (NPV ≤ z) = min
∑
J
I(NPVU(i1, ..., iT , j) ≤ z)×

×m (NPV(i1, ..., iT , j)) (10.14)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

m (Vkik) =
∑
J (k)

m (NPV(i1, ..., iT , j)) , k = 1, ..., T, (10.15)

m (rj) =
∑
J (j)

m (NPV(i1, ..., iT , j)) . (10.16)

Çäåñü m (NPV(i1, ..., iT , j)) � ïåðåìåííûå îïòèìèçàöèè;
NPVL(·) è NPVU(·) âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.5); J (k)
� ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñíûõ âåêòîðîâ (i1, ..., iT , j) ñ ôèêñèðî-
âàííûì k-ì ýëåìåíòîì ik; J (j) � ìíîæåñòâî âñåõ èíäåêñíûõ
âåêòîðîâ (i1, ..., iT , j) ñ ôèêñèðîâàííûì ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì
j. Ñèìâîë U îçíà÷àåò òîò ôàêò, ÷òî ãðàíèöû ïîëó÷åíû ïðè
óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè. Îãðàíè÷åíèÿ â
çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè îòðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî èçâåñòíû òîëü-
êî ìàðãèíàëüíûå áàçîâûå âåðîÿòíîñòè ïîäìíîæåñòâà è íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü ñîâìåñòíûå áàçîâûå âåðîÿòíîñòè êàê ïðîèçâåäå-
íèå ìàðãèíàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé.

Èç çàäà÷ (10.13)�(10.16) âèäíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè è ìîãóò áûòü ðåøåíû èçâåñòíûì ñèìïëåêñ�ìåòîäîì.

10.3.4. Ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü

Ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü [15, 33] èìååò ìåñòî, åñëè èñõîäû
âûáîðà çíà÷åíèé íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìû è òîëüêî ïðîèçâåäåíèÿ ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ èç âñåãî ìíîæåñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èç óñëîâèÿ ñòðîãîé íåçàâèñè-
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ìîñòè ñëåäóåò, ÷òî çíàíèå èñõîäà â ýêñïåðèìåíòå ñ îäíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé íèêàêèì îáðàçîì íå ìåíÿåò ñòåïåíè íåîïðå-
äåëåííîñòè îá èñõîäå äðóãîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. ãëàâó
4).

Ôåòö è Îáåðãóãåíáåðãåð [33] äîêàçàëè îäíî âàæíîå ñâîé-
ñòâî ñîâìåñòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå â
óïðîùåííîì âèäå è â òåðìèíàõ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ NPV ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A ⊆ RT+1 ïðè óñëîâèè ñòðîãîé íåçàâèñè-
ìîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè

PS(A) =

=
∑
J
m (Φ(i1, ..., iT , j)) IA(v1i1 , ..., vT iT , rj)→ max (10.17)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

vkik ∈ Vkik , k = 1, ..., T, rj ∈ rj .

Çäåñü IA(v1i1 , ..., vT iT , rj) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñîáûòèÿ
A. Ñèìâîë S îçíà÷àåò òîò ôàêò, ÷òî ãðàíèöà ïîëó÷åíà ïðè
óñëîâèè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè. Íèæíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíî-
ñòè PS(A) âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìèíèìèçèðóÿ
öåëåâóþ ôóíêöèþ (10.17). Åñëè A = (−∞, z] ⊂ R, òî íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî NPV ìåíüøå èëè
ðàâíî z, îïðåäåëÿþòñÿ êàê

PS(NPV ≤ z) = inf
∑
J
m (NPV(i1, ..., iT , j))×

×I(NPV(i1, ..., iT , j) ≤ z), (10.18)

PS(NPV ≤ z) = sup
∑
J
m (NPV(i1, ..., iT , j))×

×I(NPV(i1, ..., iT , j) ≤ z) (10.19)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

vkik ∈ Vkik , k = 1, ..., T, rj ∈ rj ,
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NPV(i1, ..., iT , j) = V0 +
T∑
k=1

vkik
(1 + rj)k

.

Çäåñü NPV(i1, ..., iT , j) ∈ NPV(i1, ..., iT , j) � òî÷êà â èíòåðâà-
ëå NPV(i1, ..., iT , j), ïîëó÷åííàÿ ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèé vkik
è rj â (10.1). Â îáùåì, çàäà÷è (10.18) è (10.19) ÿâëÿþòñÿ íåëè-
íåéíûìè è èõ ðåøåíèå � ñëîæíàÿ çàäà÷à. Â îòëè÷èå îò íåçàâè-
ñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ îïòèìèçà-
öèè vkik ïðèñóòñòâóåò â n1 · · ·nTm/nk ÷ëåíàõ ñóììû â öåëåâîé
ôóíêöèè, ÷òî äåëàåò ðåøåíèå áîëåå ñëîæíûì. Îäíàêî ñâîé-
ñòâî ìîíîòîííîñòè NPV ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü çà-
äà÷ó.

10.3.5. Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ NPV, íåçàâèñèìîñòü
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ è íåèçâåñòíîå
âçàèìîäåéñòâèå

Òàê êàê ìîíîòîííîñòü NPV óïðîùàåò àíàëèç ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îæèäàíèÿ NPV è âåðîÿòíîñòè Pr(NPV > 0), òî ñëó÷àé
ìîíîòîííîé ôóíêöèè NPV àíàëèçèðóåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü.

Åñëè NPV ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî ãðàíèöû
NPVL(i1, ..., iT , j) è NPVU(i1, ..., iT , j) ìîãóò áûòü äîñòà-
òî÷íî ïðîñòî âû÷èñëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

NPVL(i1, ..., iT , j) = V0 +
T∑
k=1

V L
kik

(1 + rU
j )−k, (10.20)

NPVU(i1, ..., iT , j) = V0 +
T∑
k=1

V U
kik

(1 + rL
j )−k. (10.21)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ãðàíèöû â (10.6)�(10.7) è (10.11)�(10.12), èñ-
ïîëüçóÿ (10.4) è ïåðåáðàâ n1 · · ·nTm ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J ,
ïîëó÷èì ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè P (NPV > 0) è ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ ENPV.

Ïðèìåð 10.2. Ñëåäóþùàÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîåêòå èìååòñÿ â ðàñ-
ïîðÿæåíèè:

V0 = −2, V11 = [0, 3], c11 = 4, V12 = [1.5, 2],
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c12 = 1, n1 = 2, N1 = 5,

V21 = [3, 4], c21 = 2, n2 = 1, N2 = 2,

r1 = [0.1, 0.2], d1 = 1, r2 = [0.15, 0.25],

d2 = 1, m = 2, M = 2.

Òîãäà NPV � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê âñå âîçìîæíûå çíà÷å-
íèÿ V1 è V2 ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè. Ìíîæåñòâî J ñîñòîèò èç
ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

(1, 1, 1), (2, 1, 1), (1, 1, 2), (2, 1, 2).

Áàçîâûå âåðîÿòíîñòè èíòåðâàëîâ èìåþò âèä:

m(V11) = 4/5, m(V12) = 1/5, m(V21) = 1,

m(r1) = 1/2, m(r2) = 1/2.

Îòñþäà

NPVL(1, 1, 1) = −2 + 0(1 + 0.2)−1 + 3(1 + 0.2)−2 = 0.08,

NPVU(1, 1, 1) = −2 + 3(1 + 0.1)−1 + 4(1 + 0.1)−2 = 4.03,

m(NPV(1, 1, 1)) = 4/5 · 1 · 1/2 = 2/5.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì NPVL(·) è NPVU(·) äëÿ âñåõ âîç-
ìîæíûõ âåêòîðîâ (i1, i2, j):

NPVL(2, 1, 1) = 1.33,NPVL(2, 1, 2) = 1.12,NPVL(1, 1, 2) = −0.08,

NPVU(2, 1, 1) = 3.12,NPVU(2, 1, 2) = 2.76,NPVU(1, 1, 2) = 3.63.

Èç (10.6)�(10.7) ñëåäóåò, ÷òî PR(NPV ≤ 0) = 0 è

PR(NPV ≤ 0) = m(NPV(1, 1, 2)) = 0.4.

Îòñþäà íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè PR(NPV > 0) ðàâ-
íû PR(NPV > 0) = 0.6 è PR(NPV > 0) = 1. Íèæíÿÿ è âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç
(10.11)�(10.12). Îíè ðàâíû ERNPV = 0.26 è ERNPV = 3.66 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î íåçàâèñèìîñòè, ïîä-
ñòàâëÿÿ (10.20)�(10.21) â öåëåâûå ôóíêöèè (10.13)�(10.14), ïî-
ëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ïðèìåð 10.3. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 10.2 è îïðåäåëèì âåðîÿòíîñò-
íûå õàðàêòåðèñòèêè NPV ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î
íåçàâèñèìîñòè èëè ïðè íåèçâåñòíîì âçàèìîäåéñòâèè. Åñëè îáîçíà-
÷èòü xijk = m(NPV(i, j, k)) äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè, òî çàäà÷à ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé âåðîÿòíîñòè
èìååò âèä:

PU (NPV ≤ 0) = x112 → max

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ xijk ≥ 0, i = 1, 2, j = 1, k = 1, 2, è

4/5 = x111 + x112,

1/5 = x211 + x212,

1 = x111 + x112 + x211 + x212,

1/2 = x111 + x211,

1/2 = x112 + x212.

Îòñþäà PU (NPV ≤ 0) = 0.5. Íèæíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ðàâíà
0 òàê êàê NPVU(·) > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé i, j, k. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî PU (NPV > 0) = 0.5, PU (NPV > 0) = 1 è

[PR(NPV > 0), PR(NPV > 0)] ⊆
⊆ [PU (NPV > 0), PU (NPV > 0)].

10.3.6. Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ NPV, ñòðîãàÿ
íåçàâèñèìîñòü

Èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè â çàäà÷å (10.19) ÿâëÿþòñÿ íåâîç-
ðàñòàþùèìè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z. Êðîìå òîãî, êàæäûé êî-
ýôôèöèåíò m (NPV(i1, ..., iT , j)) â ñóììå áîëüøå 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, åñëè NPV � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî, ïðèíèìàÿ
vkik = V U

kik
äëÿ âñåõ k = 1, ..., T è rj = rL

j â êà÷åñòâå îï-
òèìàëüíûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷èì ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âñåõ
âîçìîæíûõ èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé I(NPV(i1, ..., iT , j) ≤ z).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè PS(NPV ≤ z)
ñîâïàäàåò ñ (10.6). Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î âåðõíåé
ãðàíèöå âåðîÿòíîñòè PS(NPV ≤ z). Òîãäà íèæíÿÿ ESNPV è
âåðõíÿÿ ESNPV ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè (10.11)�(10.12). Ðàññìàòðèâàåìûå ãðàíè-
öû â ñëó÷àå ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè íå îòëè÷àþòñÿ îò àíàëî-
ãè÷íûõ ãðàíèö ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíî-
æåñòâ. Ýòà îñîáåííîñòü èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ìîíîòîííûõ
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NPV. Çäåñü ÷èñëîâîé ïðèìåð íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, òàê êàê ðå-
çóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ ïðèìåðîì 10.2.

10.3.7. Íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ NPV, íåçàâèñèìîñòü
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ è íåèçâåñòíîå
âçàèìîäåéñòâèå

Åñëè NPV íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, òî íåëüçÿ
íàéòè NPVL(i1, ..., iT , j) è NPVU(i1, ..., iT , j) ïîäñòàíîâêîé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ãðàíèö èíòåðâàëîâ V1i1 , ...,VT iT , rj â (10.1).
Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îïòèìèçàöèè (10.5) äîëæíà áûòü ðå-
øåíà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà J ïðè âû÷èñëåíèè NPVL(·) è
àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äîëæíà áûòü ðåøåíà ïðè âû÷èñëåíèè
NPVU(·). Îäíàêî NPV � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîðîòíîìó ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòå-
æåé, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó çàäà÷ó îï-
òèìèçàöèè ìîæíî óïðîñòèòü:

NPVL(i1, ..., iT , j) = inf
r∈rj

(
V0 +

T∑
k=1

V L
kik

(1 + r)−k
)
,

NPVU(i1, ..., iT , j) = sup
r∈rj

(
V0 +

T∑
k=1

V U
kik

(1 + r)−k
)
.

Òîãäà àíàëèç ôóíêöèè òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèé ýòîé ôóíêèè â èíòåðâàëå rj . Ïðè ýòîì âûðàæåíèÿ
(10.6)�(10.7) è (10.11)�(10.12) îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö NPVL(·) è NPVU(·) âû-
ïîëíÿþòñÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î íåçàâèñèìîñòè.

Ïðèìåð 10.4. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 10.1 è âûïîëíèì àíàëèç NPV
ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ. Çäåñü

m(V11) = 3/4, m(V12) = 1/4, m(V21) = 1,
m(r1) = 1/2, m(r2) = 1/2.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî NPV íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïå-
ðåìåííîé r, êîãäà, íàïðèìåð, V1 = −4 è V2 = 2.4. Ôóíêöèÿ â ýòîì
ñëó÷àå èìååò ìèíèìóì â òî÷êå r = 0.2. Òîãäà

NPVL(1, 1, 1) = inf
r∈[0.1,0.2]

(
−4(1 + r)−1 + 2.4(1 + r)−2

)
= −1.67,
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NPVL(1, 1, 2) = inf
r∈[0.15,0.25]

(
−4(1 + r)−1 + 2.4(1 + r)−2

)
= −1.67.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

NPVL(2, 1, 2) = −0.024, NPVL(2, 1, 1) = 0.042,

NPVU(1, 1, 1) = 3.06, NPVU(1, 1, 2) = 2.68,

NPVU(2, 1, 1) = 6. 69, NPVU(2, 1, 2) = 6. 16.

Èç (10.6)�(10.7) ñëåäóåò, ÷òî PR(NPV ≤ 0) = 0 è

PR(NPV ≤ 0) = m(NPV(1, 1, 1))+
+m(NPV(1, 1, 2)) +m(NPV(2, 1, 2)) = 0.875.

Îòñþäà PR(NPV > 0) = 0.125 è PR(NPV > 0) = 1. Íèæíÿÿ è âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå
(10.11)�(10.12) è ðàâíû ERNPV = −1.24 è ERNPV = 3.77 ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïðèìåð 10.5. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 10.1 è íàéäåì õàðàêòåðèñòè-
êè NPV ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ èíôîðìàöèè î íåçàâèñèìîñòè, èñ-
ïîëüçóÿ ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 10.4. Åñëè îáîçíà÷èòü
xijk = m(NPV(i, j, k)), òî çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè èìååò âèä:

PU (NPV ≤ 0) = x112 + x112 + x212 → max

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ xijk ≥ 0, i = 1, 2, j = 1, k = 1, 2 è

3/4 = x111 + x112,

1/4 = x211 + x212,

1 = x111 + x112 + x211 + x212,

1/2 = x111 + x211,

1/2 = x112 + x212.

Îòñþäà PU (NPV ≤ 0) = 1. Íèæíÿÿ ãðàèöà âåðîÿòíîñòè ðàâíà 0,
òàê êàê NPVU(·) > 0 äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé i, j, k. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî PU (NPV > 0) = 0 è PU (NPV > 0) = 1, ò.å. íåëüçÿ
ïðèíèìàòü êàêîå-ëèáî ðåøåíèå î ïðîåêòå íà îñíîâå èìåþùåéñÿ èí-
ôîðìàöèè è ïðè óñëîâèè íåèçâåñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí.
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10.3.8. Íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ NPV, ñòðîãàÿ
íåçàâèñèìîñòü

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (10.18)�(10.19) ïðè óñëî-
âèè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà, ñîãëàñíî
êîòîðûì NPV ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé îáîðîòíûõ
ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé, è èíäèêàòîðíûå ôóíêöèè â
(10.18)�(10.19) ÿâëÿþòñÿ íåóáûâàþùèìè. Òîãäà

PS(NPV ≤ z) = inf
∑
J
m (NPV(i1, ..., iT , j))×

×I(NPVU(i1, ..., iT , j) ≤ z), (10.22)

PS(NPV ≤ z) = sup
∑
J
m (NPV(i1, ..., iT , j))×

×I(NPVL(i1, ..., iT , j) ≤ z) (10.23)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ rj ∈ rj , j = 1, ...,m.
Çäåñü NPVL(·) è NPVU(·) âû÷èñëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé V L

kik

è V U
kik

â (10.1) ñîîòâåòñòâåííî.
Îáîçíà÷èì J0 = {(i1, ..., iT ) : ik = 1, ..., nk, k = 1, ..., T}.

Öåëåâûå ôóíêöèè (10.22)�(10.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

PS(NPV ≤ z) =
m∑
j=1

m (rj)×

× inf
rj∈rj

∑
J0

T∏
k=1

m (Vkik) I(NPVU(i1, ..., iT , j) ≤ z), (10.24)

PS(NPV ≤ z) =
m∑
j=1

m (rj)×

× sup
rj∈rj

∑
J0

T∏
k=1

m (Vkik) I(NPVL(i1, ..., iT , j) ≤ z). (10.25)

Ïîëó÷åíû m îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êàæ-
äîé ãðàíèöû è êàæäàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò îäíó ïå-
ðåìåííóþ rj , îãðàíè÷åííóþ èíòåðâàëîì rj . Èç (10.24)�(10.25)
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âèäíî, ÷òî ãëàâíîå îòëè÷èå ìåæäó çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè ïðè
óñëîâèÿõ ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ
ìíîæåñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ íåçàâèñèìîñòè
ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ íåîáõîäèìî èñêàòü îïòèìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ rj íà êàæäîì ñîâìåñòíîì ñëó÷àéíîì ìíîæåñòâå íåçàâè-
ñèìî. Â ñëó÷àå ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè íåîáõîäèìî íàéòè îäíî
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå rj äëÿ âñåõ (i1, ..., iT , j) îäíîâðåìåííî.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ìåíüøå
ïðè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè è ïîýòîìó ýòîò òèï íåçàâèñèìî-
ñòè ïðèâîäèò ê ìåíåå ðàçìûòûì ðåçóëüòàòàì.

Ïðèìåð 10.6. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 10.1 è ïðîàíàëèçèðóåì NPV
ïðè óñëîâèè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè. Ìíîæåñòâî J0 ñîñòîèò èç ñëå-
äóþùèõ ýëåìåíòîâ: (1, 1), (2, 1). Ðàññìîòðèì ïåðâóþ çàäà÷ó îïòè-
ìèçàöèè (j = 1) äëÿ âû÷èñëåíèÿ PS(NPV ≤ z):

sup
r1∈r1

∑
J0

m (V1i1)m (V2i2) I(NPVL(i1, i2, 1) ≤ z).

Ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3
4
· 1 · I(NPVL(1, 1, 1) ≤ z) +

1
4
· 1 · I(NPVL(2, 1, 1) ≤ z)→ max

ïðè îãðàíè÷åíèè r ∈ [0.1, 0.2].
Çäåñü

NPVL(1, 1, 1) =
(
−4(1 + r)−1 + 2.4 · (1 + r)−2

)
,

NPVL(2, 1, 1) =
(
−1.95(1 + r)−1 + 2.4 · (1 + r)−2

)
.

Ïðèíèìàÿ z = 0 è r ∈ [0.1, 0.2], ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öå-
ëåâîé ôóíêöèè 3/4. Åñëè r ∈ [0.15, 0.25], ò.å. r ∈ r2, òî îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå òîé æå ñàìîé öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî 1. Îòñþäà

PS(NPV ≤ z) = 3/4 · 1/2 + 1 · 1/2 = 0.875.

Íèæíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ðàâíà PS(NPV ≤ 0) = 0. Ñëåäîâà-
òåëüíî, PS(NPV > 0) = 0.125 è PS(NPV > 0) = 1.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷íîé â ðÿäå ñëó÷àåâ, îñîáåííî ïðè âûáîðå ïðîåêòà èç
ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ïðîåêòîâ ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ñòàâ-
êè äèñêîíòèðîâàíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå NPV � ìîíîòîííàÿ ôóíê-
öèÿ è åå âû÷èñëåíèå íå ïðåäñòàâëÿåò êàêèõ-ëèáî ñëîæíîñòåé.
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Áîëåå òîãî, ïðè çàäàííîé òî÷íîé ñòàâêå äèñêîíòèðîâàíèÿ ðå-
çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè óñëîâèÿõ ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè è
íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, ñîâïàäàþò.

10.4. Èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè îá ýêñïåðòàõ

Ðàññìîòðåííûå âûøå ïîäõîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòèê NPV ïðåäïîëàãàëè, ÷òî îá ýêñïåðòàõ íè÷åãî íå èçâåñòíî.
Îäíàêî äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýêñïåðòàõ â ôîðìå èõ
âåñîâ ìîæåò áûòü ïîëåçíà è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûå
ðåçóëüòàòû11.

Ïóñòü Q ýêñïåðòîâ ïðåäîñòàâèëè èíôîðìàöèþ î êàæäîì
ïàðàìåòðå NPV, òàê ÷òî q-é ýêñïåðò äàë îäèí èíòåðâàë èç Vk,
k = 1, ..., T , èëè èç R (ñì. (10.2) è (10.3)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
èíòåðâàëû Vki ïðåäîñòàâëåíû ýêñïåðòàìè ñ íîìåðàìè, ïðè-
íàäëåæàùèìè ìíîæåñòâó Wki. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå Wki ∩Wkj = ∅ äëÿ i 6= j. Òàê êàê ýêñïåðò äàåò òîëüêî
îäèí èíòåðâàë ïàðàìåòðà NPV, òî êàæäîå ìíîæåñòâî Wki íå
ìîæåò ñîäåðæàòü äâà è áîëåå îäèíàêîâûõ ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè,
ýêñïåðò ñ íîìåðîì q ìîæåò íå ïðåäîñòàâèòü îöåíêè äëÿ íåêî-
òîðûõ ïàðàìåòðîâ NPV èWki â ýòîì ñëó÷àå íå ñîäåðæèò q. Òî
æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü î ñòàâêå äèñêîíòèðîâàíèÿ: èíòåðâà-
ëû rj ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ýêñïåðòàìè ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâà
Wj .

Êà÷åñòâî îöåíîê q-ãî ýêñïåðòà èçìåðÿåòñÿ âåñîì wq, òàê

÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∑Q

q=1wq = 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü
èíôîðìàöèþ îá ýêñïåðòàõ, âåðíåìñÿ ê ìíîãîçíà÷íîìó îòîá-
ðàæåíèþ, îáúÿñíÿþùåìó ôóíêöèè äîâåðèÿ (ñì. ðàçäåë 2.3).
Ðàññìîòðèì äåòàëüíî ìíîæåñòâî Ψ. Êàæäàÿ èíòåðâàëüíàÿ
îöåíêà ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ψ ∈ Ψ. Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü
òî÷êè ψ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ýêñïåðòîâ cki (dj), ïðåäîñòàâèâ-
øèõ ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòåðâàëüíóþ îöåíêó. Åñëè ðàññìîò-
ðåòü âñå cki ñîâïàäàþùèå òî÷êè îòäåëüíî, òî êàæäàÿ òî÷êà
èìååò âåðîÿòíîñòü 1/Nk. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âñå

11Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ìåòîäîâ, ó÷èòûâàþùèõ êà÷åñòâî ýêñïåð-
òîâ [14, 141, 142]. Îäíàêî âñå ýòè ìåòîäû ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ýêñïåðòû
äåëàþò òî÷å÷íûå îöåíêè. Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòèðîâàòü îäèí èç íàè-
áîëåå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ âåñîâîãî ñðåäíåãî ê èíòåðâàëüíûì îöåíêàì.
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ýêñïåðòû, ïðåäîñòàâèâøèå ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåðâàë Vki,
îäèíàêîâû. Îäíàêî åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýêñïåðòû èìåþò
âåñà, òî êàæäîé �ðàçäåëåííîé� òî÷êå â Ψ ìîæíî ïðèïèñàòü
îïðåäåëåííûé âåñ. Îáúåäèíÿÿ cki îäèíàêîâûõ òî÷åê, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èíòåðâàëó Vki, ïîëó÷àåì ñóììàðíûé âåñ òî÷êè:

Q∑
q=1

wqI(q ∈Wki).

Çäåñü I(q ∈Wki) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèå 1, åñëè q ∈Wki. Îòñþäà áàçîâàÿ âåðîÿòíîñòü èíòåðâàëà
Vki ìîæåò áûòü ïåðåñ÷èòàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

m(Vki) =
cki
Nk

Q∑
q=1

wqI(q ∈Wki).

Òàê êàê I(q ∈ Wki) ðàâíà 0 äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé q,
à óñëîâèå

∑nk
i=1m(Vki) = 1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ, òî áàçîâàÿ

âåðîÿòíîñòü íîðìàëèçóåòñÿ:

m(Vki) =
cki
CkNk

Q∑
q=1

wqI(q ∈Wki),

ãäå

Ck =
nk∑
i=1

Q∑
q=1

wqI(q ∈Wki).

Íîðìàëèçàöèÿ òðåáóåòñÿ ïðè óñëîâèè Q > Nk. Áàçîâûå
âåðîÿòíîñòè äëÿ ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ èìåþò àíàëîãè÷íûé
âèä:

m(rj) =
dj
CM

Q∑
q=1

wqI(q ∈Wj), C =
m∑
j=1

Q∑
q=1

wqI(q ∈Wj).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ó÷åò êà÷åñòâà ýêñïåðòîâ èçìåíÿåò
òîëüêî áàçîâûå âåðîÿòíîñòè ïðåäîñòàâëÿåìûõ èíòåðâàëîâ è
íå âëèÿåò íà ïðîöåäóðó ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê NPV.
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10.5. Îñòîðîæíûé àíàëèç NPV ñ èñïîëüçîâàíèåì
îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà
ïðàêòèêå, åñëè ÷èñëî îöåíîê ýêñïåðòîâ ïàðàìåòðîâ NPV äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ íå
âñåãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèâëå÷åíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ýêñ-
ïåðòîâ. Ïîëó÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ îá àíàëîãè÷íûõ
ïðîåêòàõ òàêæå äàëåêî íå ïðîñòàÿ çàäà÷à. Ïîýòîìó âûâîäû,
ñäåëàííûå ïðè ïîìîùè ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ àíàëèçà, ìîãóò
áûòü ñëèøêîì ðèñêîâàííûìè.

Ïðèìåð 10.7. Äîáàâèì îäíó èíòåðâàëüíóþ îöåíêó [8, 10] îáîðîò-
íîãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé âî âòîðîì ïåðèîäå V2 ê èìåþ-
ùèìñÿ èñõîäíûì äàíûì â ïðèìåðå 10.1. Òîãäà ïðè óñëîâèè íåçà-
âèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ ïîëó÷àåì ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè:
PR(NPV > 0) = 0.563 è PR(NPV > 0) = 1. Òå æå ñàìûå ãðà-
íèöû ïîëó÷àþòñÿ ïðè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè. Ìîæíî çàìåòèòü èç
íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò íèæíåé ãðàíèöû PR(NPV > 0) = 0.125, ïîëó÷åííîé â ïðèìå-
ðå 10.4. Äðóãèìè ñëîâàìè, îäíà îöåíêà ìîæåò êàðäèíàëüíî èçìå-
íèòü ñèòóàöèþ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðíåìñÿ ñíî-
âà ê èñõîäíûì äàííûì ïðèìåðà 10.1 è äîáàâèì ìíîãî èíòåðâàëîâ
[2.4, 7] îáîðîòíîãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé âî âòîðîì ïåðè-
îäå V2. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ãðàíèöû PR(NPV > 0) = 0.125 è
PR(NPV > 0) = 1, êîòîðûå íå îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî áûëè ïîëó-
÷åíû â ïðèìåðå 10.4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî èíòåðâàëîâ [2.4, 7] íå
âëèÿåò íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáîéòè âñå ñëîæíîñòè è ïðîòèâîðå÷èÿ12,
âîçíèêàåìûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèé äîâåðèÿ è ñòðóê-
òóð òåîðèè Äåìïñòåðà�Øåéôåðà, ìîæíî ïðèìåíèòü îáîáùåí-
íóþ ìîäåëü Äèðèõëå [132], ïîçâîëÿþùóþ ðàñøèðèòü ôóíê-
öèè äîâåðèÿ è ïðàâäîïîäîáèÿ [104, 108]. Â òî æå âðåìÿ åñëè
íåîáõîäèìî íàéòè íèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöû îæèäàåìûõ
çíà÷åíèé NPV, òî íóæíî îãðàíè÷èòü ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé îáîðîòíîãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé, à òàêæå

12Àíàëîãè÷íûå òðóäíîñòè è ïðîòèâîðå÷èÿ, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ÷àñòîòíîãî îïðåëåëåíèÿ áàçîâûõ âåðîÿòíîñòåé, äåòàëüíî àíàëèçèðî-
âàëèñü â ðàçäåëå 5.7.
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ñòàâêè äèñêîíòèðîâàíèÿ íåêîòîðûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿ-
ìè inf Vk, supVk, inf r, sup r, òàê êàê îòñóòñòâèå îãðàíè÷åíèé
ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ENPV → −∞, ENPV → ∞. Ïðè÷èíîé
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü, ïðèïèñûâàåìàÿ çíà÷å-
íèÿì Vk è r âíå èíòåðâàëîâ. Áîëåå òîãî, äàæå îãðàíè÷èâ çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ NPV, ïîëó÷àåì ãðàíèöû ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ, ñòðîãî çàâèñÿùèå îò çíà÷åíèé inf Vk, supVk, inf r,
sup r. Ýòîò íåäîñòàòîê ïðèìåíåíèÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðè-
õëå íå èìååò çíà÷åíèÿ, åñëè íàøà öåëü � âû÷èñëåíèå íèæíåé
è âåðõíåé ãðàíèö âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî NPV ïðåâûøàåò íåêî-
òîðîå îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 10.8. Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó 10.1 è ïðîàíàëèçèðóåì NPV
ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, èñïîëüçóÿ îáîá-
ùåííóþ ìîäåëü Äèðèõëå. Â ýòîì ñëó÷àå, äîáàâèâ îäíó îöåíêó ýêñ-
ïåðòà [8, 10] îáîðîòíîãî ñàëüäî ïîñòóïëåíèé è ïëàòåæåé V2 ê èìå-
þùåéñÿ â ïðèìåðå 10.1 èíôîðìàöèè è ïðèíèìàÿ s = 1, ïîëó÷àåì:

κ1 = 0.8, m∗(V11) = 0.6, m∗(V12) = 0.2, m∗(Ω1) = 0.2,

κ2 = 0.5, m∗(V21) = 0.5, m∗(Ω2) = 0.5,

κ3 = 2/3, m∗(r1) = 1/3, m∗(r2) = 1/3, m∗(Ω3) = 1/3.

Çäåñü Ωk = [inf Vk, supVk], k = 1, 2, Ω3 = [inf r, sup r]. Åñëè ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî inf Vk = −10, supVk = 10, inf r = 0, sup r = 1, òî

PR(NPV > 0|1) = 0.29, PR(NPV > 0|1) = 1,

ERNPV = −3.86, ERNPV = 4.24.

Ìîæíî çàìåòèòü èç ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ïîëó÷åííûå ãðàíèöû áëèçêè ê
ãðàíèöàì, ïîëó÷åííûì â ïðèìåðå 10.4 áåç �ýêñòðåìàëüíîé� îöåíêè
[8, 10]. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî îáîáùåííàÿ ìîäåëü Äè-
ðèõëå ïîçâîëÿåò ñìÿã÷èòü âîçìîæíûå �âûáðîñû� è ïðîòèâîðå÷èâûå
îöåíêè. Åñëè ïðèíÿòü s = 2, òî

PR(NPV > 0|2) = 0.18, PR(NPV > 0|2) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå äàåò
âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü áîëåå îñòîðîæíûå è ñòàáèëüíûå ãðàíèöû
õàðàêòåðèñòèê NPV.
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10.6. Îöåíêà ðèñêà ïðè íàëè÷èè äâóõ ïàðàìåòðîâ

Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ âûøå, îöåíêà õà-
ðàêòåðèñòèê NPV ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé âû÷èñëè-
òåëüíîé çàäà÷åé. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ðàññìàòðè-
âàþòñÿ òîëüêî äâà ïàðàìåòðà: ðàñõîäû X è äîõîäû Y , ãäå
X,Y ∈ Ω ⊂ R. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îöåíèòü ðèñê
òîãî, ÷òî ðàñõîäû ïðåâûñÿò äîõîäû, ò.å. íàéòè âåðîÿòíîñòü
P (X ≥ Y ). Ïðè ýòîì ðàññìîòðèì òîëüêî äâà òèïà íåçàâèñè-
ìîñòè: ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü è îòñóòñòâèå ñâåäåíèé î íåçà-
âèñèìîñòè.

Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñõîäàõ ïðåäñòàâëåíà â âèäå a1

èíòåðâàëîâ A1, a2 èíòåðâàëîâ A2,..., an èíòåðâàëîâ An. Èí-
ôîðìàöèÿ î äîõîäàõ ïðåäñòàâëåíà â âèäå d1 èíòåðâàëîâD1, d2

èíòåðâàëîâD2,..., dm èíòåðâàëîâDm. Îáîçíà÷èì N =
∑n

i=1 ai
è M =

∑m
i=1 di. Òîãäà äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ìîæíî îïðåäå-

ëèòü áàçîâóþ âåðîÿòíîñòü mX(Ak) = ak/N , k = 1, ..., n, èëè
mY (Dk) = dk/M , k = 1, ...,m.

Çàìåòèì, ÷òî ñâåäåíèÿ î ðàñõîäàõ îáðàçóþò èíòåðâàë
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé13, ãðàíèöû êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè (ñì. ðàçäåëû 2.4 è 5.10) âè-
äà14

F (x|s) = (N + s)−1
∑

i:supAi≤x
ai,

F (x|s) = (N + s)−1

s+
∑

i:inf Ai≤x
ai

 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèÿ äëÿ ãðà-
íè÷íûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äîõîäîâ

Q(y|s) = (M + s)−1
∑

i:supDi≤y
di,

13Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàñøèðåííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîáùåííîé ìîäåëüþ Äèðèõëå è ïàðàìåòðîì
s. Îáû÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïðèíÿòü s = 0.

14Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìíîæåñòâà çíà÷åíèé X è Y äëÿ ñîêðàùåíèÿ
çàïèñè îïóñêàþòñÿ.
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Q(y|s) = (M + s)−1

s+
∑

i:inf Di≤y
di

 .

10.6.1. Ñòðîãàÿ íåçàâèñèìîñòü

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y ÿâ-
ëÿþòñÿ ñòðîãî íåçàâèñèìû. Ïðè èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âåëè÷èíX è Y , âåðîÿòíîñòü äîñòàòî÷íî
ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ:

PS(X ≥ Y |s) =
∫

Ω
q(y|s)(1− F (y|s))dy =

= 1−
∫

Ω
f(x|s)(1−Q(x|s))dx,

ãäå f è q � ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè X è Y ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèèX−Y ïîX è ïî Y íèæíþþ
è âåðõíþþ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè P (X ≥ Y |s) ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû ðàñïðåäåëåíèé F è Q ñëåäó-
þùèì îáðàçîì15:

PS(X ≥ Y |s) =
∫

Ω
q(y|s)(1− F (y|s))dy,

PS(X ≥ Y |s) = 1−
∫

Ω
f(x|s)(1−Q(x|s))dx,

ãäå f = dF/dx è q = dQ/dx.
Òàê êàê F è Q � ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè, òî

q(x|s) = (M + s)−1
∑

i:supDi≤x
diδ(x− supDi),

f(x|s) = (N + s)−1
∑

i:supAi≤x
aiδ(x− supAi),

ãäå δ(x− a) � ôóíêöèÿ Äèðàêà.

15Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [128, 129].
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé â âûðà-
æåíèÿ äëÿ P (X ≥ Y |s) è P (X ≥ Y |s), ïîëó÷àåì ïîñëå óïðî-
ùåíèÿ:

PS(X ≥ Y |s) =
1

(M + s)(N + s)
×

×
m∑
i=1

di

N − ∑
j:inf Aj≤supDi

aj

 , (10.26)

PS(X ≥ Y |s) = 1− 1
(M + s)(N + s)

×

×
n∑
i=1

ai

M − ∑
j:inf Dj≤supAi

dj

 . (10.27)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ïðîñòûå âûðàæåíèÿ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ãðàíèö ðèñêà òîãî, ÷òî ðàñõîäû ïðåâûñÿò äîõîäû. Â
÷àñòíîñòè, åñëè s = 0, òî

PS(X ≥ Y |0) =
m∑
i=1

mY (Di)

1−
∑

j:inf Aj≤supDi

mX(Aj)

 ,

PS(X ≥ Y |0) = 1−

−
n∑
i=1

mX(Ai)

1−
∑

j:inf Dj≤supAi

mY (Dj)

 .

10.6.2. Îòñóòñòâèå ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè

Îïðåäåëèì ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè PU (X ≥ Y |s) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî íåò íèêàêèõ ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè. Â ðàáîòàõ
[128, 129] ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ:

PU (X ≥ Y |s) = max
z≥0

max
{

0, Q(z|s)− F (z|s)
}
,

PU (X ≥ Y |s) = 1−max
z≥0

max
{

0, F (z|s)−Q(z|s)
}
.
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèö ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
F è Q â ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì:

PU (X ≥ Y |s) = max
z≥0

max {0, V (z)} ,

PU (X ≥ Y |s) = 1−max
z≥0

max {0,W (z)} .

Çäåñü

V (z) =
1

M + s

∑
i:supDi≤z

di −
s

N + s
− 1
N + s

∑
i:inf Ai≤z

ai,

W (z) =
1

N + s

∑
i:supAi≤z

ai −
s

M + s
− 1
M + s

∑
i:inf Di≤z

di.

Òàê êàê ãðàíè÷íûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñòóïåí-
÷àòûìè, òî ïîñëåäíèå âûðàæåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü:

PU (X ≥ Y |s) = max
i=1,...,m

max {0, Vi} , (10.28)

PU (X ≥ Y |s) = 1− max
i=1,...,n

max {0,Wi} . (10.29)

Çäåñü

Vi =
1

M + s

i∑
j=1

dj −
s

N + s
− 1
N + s

∑
j:inf Aj≤supDi

aj ,

Wi =
1

N + s

i∑
j=1

aj −
s

M + s
− 1
M + s

∑
j:inf Dj≤supAi

dj .

Â ÷àñòíîñòè, åñëè s = 0, òî

Vi =
i∑

j=1

mY (Dj)−
∑

j:inf Aj≤supDi

mX(Aj),

Wi =
1

N + s

i∑
j=1

mX(Aj)−
∑

j:inf Dj≤supAi

mY (Dj).
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Ïðèìåð 10.9. Ýêñïåðò ïðåäîñòàâèë îäíó èíòåðâàëüíóþ îöåíêó
A1 = [1, 5] (N = 1) î ðàñõîäàõ è îäíó èíòåðâàëüíóþ îöåíêó
D1 = [6, 10] (M = 1) î äîõîäàõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (10.26) è (10.27),
ïîëó÷àåì:

PS(X ≥ Y |s) = (1 + s)−1(1 + s)−1 (1− 1) = 0,

PS(X ≥ Y |s) = 1− (1 + s)−1(1 + s)−1.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s = 0, èìååì PS(X ≥ Y |0) = 0 è
PS(X ≥ Y |0) = 0, ò.å. ðèñê ðàâåí 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî çàêëþ÷åíèå,
îñíîâàííîå íà îäèíî÷íûõ îöåíêàõ, îøèáî÷íî. Îäíàêî åñëè âçÿòü
s = 1, òî

PS(X ≥ Y |1) = 0, PS(X ≥ Y |1) = 0.75.

Ýòîò ðåçóëüòàò çàñëóæèâàåò áîëüøåãî äîâåðèÿ, à åãî çíà÷èòåëü-
íàÿ ðàçìûòîñòü îòðàæàåò ôàêò îòñóòñòâèÿ äîñòàòî÷íûõ èñõîäíûõ
äàííûõ.

Ïðèìåð 10.10. Ýêñïåðòû ïðåäîñòàâèëè N = 100 èíòåðâàëîâ î
ðàñõîäàõ è M = 100 èíòåðâàëîâ î äîõîäàõ. Èíòåðâàëû ïðåäñòàâ-
ëåíû â òàáë. 10.1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñõîäû è äîõîäû ñòàòè-
ñòè÷åñêè ñòðîãî íåçàâèñèìû. Åñëè ïðèíÿòü s = 0, òî èç (10.26) è
(10.27) ñëåäóåò, ÷òî

PS(X ≥ Y |0) = 0, PS(X ≥ Y |0) = 0.17.

Åñëè s = 1, òî

PS(X ≥ Y |1) = 0, PS(X ≥ Y |1) = 0.19.

Ìîæíî óâèäåòü èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ãðàíèöû íåçíà÷è-
òåëüíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà s. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîëè÷åñòâî
èñõîäíûõ èíòåðâàëüíûõ îöåíîê äîñòàòî÷íî áîëüøîå.

Òåïåðü ïóñòü òîëüêî N = 6 òåõ æå èíòåðâàëîâ ðàñõîäîâ èM = 5
òåõ æå èíòåðâàëîâ äîõîäîâ ïðèìåðíî â òîé æå ïðîïîðöèè ïðåäî-
ñòàâëåíû ýêñïåðòàìè (ñì. òàáë. 10.2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè èí-
òåðâàëû � ÷àñòü 200 èíòåðâàëîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ñëó-
÷àå. Åñëè s = 0, òî

PS(X ≥ Y |0) = 0, PS(X ≥ Y |0) = 0.1.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðèñêîâàííûì, òàê êàê
PS(X ≥ Y |0) = 0.1 < 0.17. Îäíàêî åñëè âçÿòü s = 1, òî

PS(X ≥ Y |1) = 0, PS(X ≥ Y |1) = 0.36.
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Òàáëèöà 10.1. 100 èíòåðâàëîâ ðàñõîäîâ è 100 èíòåðâàëîâ äîõîäîâ

Ðàñõîäû Äîõîäû

i ai Ai i di Di

1 17 [10, 15] 1 25 [16, 22]
2 59 [12, 13] 2 13 [18, 20]
3 24 [12, 17] 3 27 [14, 18]

4 35 [20, 24]

Òàáëèöà 10.2. 6 èíòåðâàëîâ ðàñõîäîâ è 5 èíòåðâàëîâ äîõîäîâ

Ðàñõîäû Äîõîäû

i ai Ai i di Di

1 1 [10, 15] 1 1 [16, 22]
2 4 [12, 13] 2 1 [18, 20]
3 1 [12, 17] 3 1 [14, 18]

4 2 [20, 24]

Ýòîò ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííî áîëåå îñòîðîæíûé, òàê êàê âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå PS(X ≥ Y |1) = 0.36 > 0.17.

Ïóñòü äâà èíòåðâàëà [12, 13] ðàñõîäîâ è îäèí èíòåðâàë [20, 24]
äîõîäîâ äîïîëíèòåëüíî ïîëó÷åíû ïîñëå îïðîñà íîâûõ ýêñïåðòîâ.
Òîãäà N = 8, a2 = 6, M = 6, d4 = 3. Îòñþäà îöåíêè ðèñêà ìîãóò
áûòü ïåðåñ÷èòàíû

PS(X ≥ Y |1) = 0, PS(X ≥ Y |1) = 0.28.

Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïîñëå îïðî-
ñà íîâûõ ýêñïåðòîâ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè. Èç
(10.28) è (10.29) ñëåäóåò, ÷òî ïðè N = 100, M = 100, s = 1 ãðàíèöû
ðèñêà èìåþò âèä:

PU (X ≥ Y |1) = 0, PU (X ≥ Y |1) = 0.35.

Åñëè N = 6, M = 5, s = 1, òî

PU (X ≥ Y |1) = 0, PU (X ≥ Y |1) = 0.45.

10.6.3. Òî÷å÷íûå îöåíêè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëó÷åíû òî÷å÷íûå îöåíêè ðàñõîäîâ è
äîõîäîâ. Ïóñòü x1, ..., xN è y1, ..., yM � îöåíêè X è Y ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî x1 < ... < xN
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è y1 < ... < yM . Ðàññìàòðèâàÿ ïðèâåäåííûå îöåíêè êàê èí-
òåðâàëû Ai = [xi − ε, xi + ε], i = 1, ..., N , Di = [yi − ε, yi + ε],
i = 1, ...,M , ε ≥ 0, ïîëó÷àåì òàêèå èíòåðâàëüíûå îöåíêè, ÷òî
ai = 1 è dj = 1 äëÿ âñåõ i = 1, ..., N è j = 1, ...,M . Òîãäà

inf Ai = xi − ε, supAi = xi + ε,

inf Di = yi − ε, supDi = yi + ε

è âûðàæåíèÿ (10.26)�(10.27) ïðèíèìàþò âèä:

PS(X ≥ Y |s) =
1

(M + s)(N + s)
×

×

MN −
M∑
i=1

 ∑
j:xj−ε≤yi+ε

1

 ,

PS(X ≥ Y |s) = 1− 1
(M + s)(N + s)

×

×

MN −
N∑
i=1

 ∑
j:yj−ε≤xi+ε

1

 .

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷èñëî òî÷åê xj , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
xj ≤ yi, êàê n(i), à ÷èñëî òî÷åê yj , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
yj ≤ xi, êàê m(i), òî ïðè ε→ 0 ïîëó÷àåì:

PS(X ≥ Y |s) =

=
1

(M + s)(N + s)

(
MN −

M∑
i=1

n(i)

)
, (10.30)

PS(X ≥ Y |s) =

= 1− 1
(M + s)(N + s)

(
MN −

N∑
i=1

m(i)

)
. (10.31)

Ïðè îòñóòñòâèè ñâåäåíèé î íåçàâèñèìîñòè àíàëîãè÷íûå
âûðàæåíèÿ èìåþò âèä:

PU (X ≥ Y |s) =

= max
i=1,...,m

max
{

0,
i

M + s
− s+ n(i)

N + s

}
, (10.32)
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PU (X ≥ Y |s) =

= 1− max
i=1,...,n

max
{

0,
i

N + s
− s+m(i)

M + s

}
. (10.33)

Ïðèìåð 10.11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷å÷íûå îöåíêè ðàñõîäîâ è
äîõîäîâ èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñ ìà-
òåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè T1 = 2 è T2 = 9 ñîîòâåòñòâåííî. Èñ-
ïîëüçóÿ èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðèñêà â ýòîì ñëó÷àå,
çàïèøåì:

PS(X ≥ Y ) =
T1

T1 + T2
=

2
2 + 9

= 0.182.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñãåíåðèðóåì, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ äàò÷èêîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå, N = 6 òî÷å÷íûõ îöåíîê ðàñõîäîâ èM = 5 òî÷å÷íûõ
îöåíîê äîõîäîâ. Ðåçóëüòàòû ãåíåðàöèè äëÿ ðàñõîäîâ:

0.42, 1.32, 6. 33, 3.398, 2.1, 2.3,

äëÿ äîõîäîâ:
2.57, 7.04, 11.4, 17.7, 3.97.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàñõîäîâ è
äîõîäîâ íå èçâåñòíû è èìååòñÿ òîëüêî âûáîðî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ
(ñãåíåðèðîâàííûå ÷èñëà). Èç (10.30) è (10.31) ñëåäóåò, ÷òî

PS(X ≥ Y |s) =
3

(5 + s)(6 + s)
,

PS(X ≥ Y |s) = 1− 27
(5 + s)(6 + s)

.

Åñëè s = 0, òî PS(X ≥ Y |0) = PS(X ≥ Y |s) = 0.1. Îöåíêà ðèñêà
ÿâëÿåòñÿ ÿâíî çàíèæåííîé ïî ñðàâíåíèþ ñ �èñòèííûì� çíà÷åíèåì
PS(X ≥ Y ) = 0.182. Åñëè ïðèíÿòü s = 1, òî PS(X ≥ Y |1) = 0.071 è
PS(X ≥ Y |1) = 0.357. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

PS(X ≥ Y |1) ≤ PS(X ≥ Y ) ≤ PS(X ≥ Y |1).

Íåñìîòðÿ íà ðàçìûòîñòü ïîëó÷åííûõ ãðàíèö îöåíêè ðèñêà ïðè s =
1, îíè ÿâëÿþòñÿ îñòîðîæíûìè ãðàíèöàìè äëÿ �èñòèííîãî� çíà÷åíèÿ
ðèñêà 0.182.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îñòîðîæíûå ãðàíèöû ïîÿâëÿþòñÿ â
ýòîì ïðèìåðå óæå ïðè s = 0.3. Â ýòîì ñëó÷àå

PS(X ≥ Y |0.3) = 0.09, PS(X ≥ Y |0.3) = 0.191.

Ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ìè-
íèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ s â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ
íàèáîëåå òî÷íûõ îñòîðîæíûõ ãðàíèö.
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10.7. Çàêëþ÷åíèå

NPV � äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðèñ-
êà èíâåñòèðîâàíèÿ ïðîåêòà. Ïîýòîìó ìåòîäû åå àíàëèçà, îïðå-
äåëåíèÿ è ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ èñõîä-
íûõ äàííûõ ÿâëÿþòñÿ âàæíîé çàäà÷åé. Îäèí èç òàêèõ ìå-
òîäîâ, èñïîëüçóþùèé èíòåðâàëüíûå ýêñïåðòíûå îöåíêè ïàðà-
ìåòðîâ NPV, ðàññìîòðåí âûøå. Íåñìîòðÿ íà äåòàëüíîå îïè-
ñàíèå ìåòîäà, îñòàåòñÿ ðÿä îòêðûòûõ âîïðîñîâ, ê êîòîðûì
ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå:

1) Âû÷èñëåíèå. Èç îïèñàíèÿ ïðîöåäóð âû÷èñëåíèÿ NPV
âèäíî, ÷òî îíè òðåáóþò ïåðåáîðà âñåõ êîìáèíàöèé èí-
äåêñîâ â ìíîæåñòâå J . Ýòî îäíî èç íàèáîëåå ñëîæíûõ ñ
âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ìåñò. Îäíàêî êîëè÷åñòâî
ýêñïåðòíûõ îöåíîê â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ îáû÷íî äîñòà-
òî÷íî íåáîëüøîå, è ðàñ÷åòû íå çàíèìàþò ìíîãî âðåìå-
íè. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå ðåêóðñèâíûå
ïðîöåäóðû, êîòîðûå çíà÷èòåëüíî óïðîùàþò ðåàëèçàöèþ
ïåðåáîðà âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà J .

2) Èíòåðâàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè NPV. Êàê âèäíî èç
ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå âåðîÿò-
íîñòè è îæèäàåìûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëüíûìè.
Êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàòü ðåøåíèå îá èíâåñòèðîâà-
íèè? Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âîçìîæíàÿ
áîëüøàÿ ðàçìûòîñòü ðåçóëüòàòîâ îòðàæàåò ñóùåñòâåí-
íóþ íåïîëíîòó èñõîäíûõ äàííûõ èëè èõ ïðîòèâîðå÷è-
âîñòü. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ìåòîäîâ âûáîðà òî÷-
íîãî çíà÷åíèÿ èíòåðâàëà. Íàèáîëåå îáîñíîâàííûì ìå-
òîäîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîýôôèöèåíòà îñòîðîæ-
íîñòè [138], èëè ïàðàìåòðà ïåññèìèçìà η. Íàïðèìåð,
åñëè áûëè ïîëó÷åíû íèæíÿÿ P (NPV > 0) è âåðõíÿÿ
P (NPV > 0) ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè, òî òî÷íîå çíà÷åíèå
âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ηP (NPV > 0) + (1− η)P (NPV > 0).

Êîãäà àíàëèçèðóåòñÿ ìíîæåñòâî ïðîåêòîâ, òî äëÿ èõ
ñðàâíåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ ðå-
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øåíèé ïðè íåïîëíîé èíôîðìàöèè (ñì. ðàçäåë 8.2), íà-
ïðèìåð êðèòåðèé Óîëëè, Γ-ìàêñèìàêñà è ò.ä. [83, 84].

3) Íåçàâèñèìîñòü. Òðè òèïà íåçàâèñèìîñòè áûëè ðàññìîò-
ðåíû âûøå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ,
êàêîé òèï ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü. Íà ñàìîì äåëå îòâå-
òèòü äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íåèçâåñò-
íîå âçàèìîäåéñòâèå � íàèáîëåå êîíñåðâàòèâíûé ïîäõîä,
äàþùèé íàèáîëåå íå÷åòêèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìîãóò
ïðèâåñòè ê íåâîçìîæíîñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Ñòðîãàÿ
íåçàâèñèìîñòü äàåò íàèáîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî ðèñêîâàííûìè.
Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ çàíèìàåò ïðîìåæó-
òî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó íåèçâåñòíûì âçàèìîäåéñòâèåì
è ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòüþ. Îäíàêî îáîñíîâàíèå åå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ íà ïðàêòèêå ìîæåò íàòîëêíóòüñÿ íà çíà÷è-
òåëüíûå òðóäíîñòè.

4) Òî÷å÷íûå äàííûå. Èíîãäà ýêñïåðòû ïðåäîñòàâëÿþò òî-
÷å÷íûå îöåíêè âìåñòî èíòåðâàëüíûõ. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðåäëàãàåìûå ïîäõîäû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè óñëîâèè,
÷òî òî÷êè ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûì ñëó÷àåì èíòåðâàëîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷àåòñÿ
áîëåå ïðîñòîé, òàê êàê îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü ïîèñ-
êà ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèé16 NPV â
èíòåðâàëàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó âåêòîðó èç ìíî-
æåñòâà J . Åñëè íå èñïîëüçîâàòü îáîáùåííóþ ìîäåëü
Äèðèõëå, ðåçóëüòèðóþùèå âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àþòñÿ òî÷-
íûìè ïðè óñëîâèè èñïîëüçîâàíèÿ ñòðîãîé íåçàâèñèìî-
ñòè èëè íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ. Îäíàêî
ýòîò ôàêò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåäîñòàòîê, òàê
êàê, ïðèíèìàÿ òî÷å÷íûå çíà÷åíèÿ, ìû ïîëíîñòüþ äî-
âåðÿåì ýêñïåðòàì, îöåíêè êîòîðûõ îòðàæàþò èõ ÷ðåç-
âû÷àéíî çàâûøåííóþ óâåðåííîñòü [26]. Äëÿ óñòðàíåíèÿ
ýòîãî íåäîñòàòêà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü îáîáùåí-
íóþ ìîäåëü Äèðèõëå. Ýòà ìîäåëü äîáàâëÿåò èíòåðâà-

16Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå
äëÿ îáðàáîòêè òî÷å÷íûõ îöåíîê.
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ëû [inf Vk, supVk], [inf r, sup r], êîòîðûå ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê îöåíêè ÷ðåçâû÷àéíî îñòîðîæíûõ ýêñïåðòîâ
[26]. Äîïîëíèòåëüíûå îöåíêè �êîìïåíñèðóþò� òî÷íûå
äàííûå è ïîçâîëÿþò ïðèíèìàòü áîëåå îñòîðîæíûå ðå-
øåíèÿ. Ïóñòü ïîëó÷åíû òî÷å÷íûå íàáëþäåíèÿ äëÿ V1:
{−3,−3,−3, 1}, äëÿ V2: {4, 3}, äëÿ r: {0.1, 0.2}. Ïðåä-
ïîëàãàÿ V0 = 0 è ïðåäñòàâëÿÿ êàæäóþ òî÷êó êàê âû-
ðîæäåííûé èíòåðâàë, ïîëó÷àåì ñîâïàäàþùèå íèæíþþ
è âåðõíþþ ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ NPV > 0 ïðè
óñëîâèè ñòðîãîé íåçàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè ñëó-
÷àéíûõ ìíîæåñòâ

PR,S(NPV > 0) = PR,S(NPV > 0) = 0.625.

Ýòè ðåçóëüòàòû íåíàäåæíû è äîñòàòî÷íî ðèñêîâàííû,
òàê êàê èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ î÷åíü îãðàíè÷åííà. Îä-
íàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå ñ
ïàðàìåòðîì s = 1 è inf Vk = −10, supVk = 10, inf r = 0,
sup r = 1 ïîëó÷èì

PR,S(NPV > 0) = 0.27, PR,S(NPV > 0) = 0.87.

Ýòîò êîðîòêèé ÷èñëîâîé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò òîò
ôàêò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ìîäåëè Äèðèõëå
äàåò áîëåå ðåàëèñòè÷íûå ðåçóëüòàòû.

5) Èíòåðâàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåò-

ðîâ. Èíîãäà èçâåñòíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû ðàñ-
ïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ïàðàìåòðîâ NPV, ò.å. p-áëîêè
[13]. Ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ìîäåëè íåîïðå-
äåëåííîñòè ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ ðàññìàò-
ðèâàëîñü â ðàçäåëå 9.7. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé èíòåð-
âàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè ïî-
ìîùè ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ïîäõîäîâ. Ïðè ýòîì îáîá-
ùåííàÿ ìîäåëü Äèðèõëå òåðÿåò ñâîè ïðåèìóùåñòâà, òàê
êàê ÷èñëî èíòåðâàëîâ çàâèñèò îò ñòåïåíè ïðèáëèæåíèÿ
è ìîæåò âûáèðàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì.



Ïîñëåñëîâèå

Áûòü îïðîâåðãíóòûì � ýòîãî îïà-
ñàòüñÿ íå÷åãî; îïàñàòüñÿ ñëåäóåò
äðóãîãî � áûòü íåïîíÿòûì.

Èììàíóèë Êàíò

Â êíèãå áûë ðàññìîòðåí öåëûé ðÿä ïîäõîäîâ è ìàòåìà-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé îïèñàíèÿ íåïîëíîòû èñõîäíîé èíôîðìàöèè
î ñîñòîÿíèÿõ ïðèðîäû è ïðåäëîæåíû ìåòîäû è ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ è ðàç-
ëè÷íûõ èñõîäíûõ äàííûõ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé áûëî ïðèâåäåíî
áîëüøîå ÷èñëî ïðèìåðîâ, êîòîðûå íåðåäêî èìåþò ïðàêòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå. Â òî æå âðåìÿ ðÿä ïðèìåðîâ íîñÿò óïðîùåííûé
õàðàêòåð â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ îáúåìà èõ ðàñ÷åòíîé ÷àñòè.

Â êíèãå íå ñòàâèëàñü öåëü ðåøèòü âñå ïðîáëåìû, âîçíèêà-
þùèå íà îñíîâå ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé íåïîëíîòû èíôîðìà-
öèè. Ïîýòîìó âíå ðàìîê êíèãè îñòàëñÿ ðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ
è çàäà÷. Ïðåæäå âñåãî ýòî çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøå-
íèå, ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé âûáîðà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ êîíôëèêòóþùèõ êðèòåðèåâ. Â ëè-
òåðàòóðå ìîæíî íàéòè áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷, íî áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ èñïîëüçóþò òî÷íóþ èñ-
õîäíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
îïòèìèçàöèè, ÷òî ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò èõ ïðèìåíåíèå.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè èçâåñòíûé ìåòîä àíàëè-
çà èåðàðõèé Ñààòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ýêñïåðòû èëè
ëèöà, ïðèíèìàþùèå ðåøåíèå, äîëæíû ïðåäîñòàâèòü îöåíêè
ïàðíûõ ñðàâíåíèé äëÿ âîçìîæíî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà àëü-
òåðíàòèâ è êðèòåðèåâ. Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ýòî ñäåëàòü ïðàê-
òè÷åñêè íåâîçìîæíî. Îáû÷íî ýêñïåðòû ïðåäîñòàâëÿþò íåíà-
äåæíóþ, íåòî÷íóþ è íåïîëíóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü, ó÷èòûâàÿ åå íåíàäåæíîñòü, íåòî÷íîñòü
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è íåïîëíîòó. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ è ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè
íåïîëíîé èíôîðìàöèè � ýòî çàäà÷è, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðå-
øàòü â áóäóùåì.

Äðóãîé âàæíîé è àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê
ýôôåêòèâíûõ è óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ è âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðîöåäóð äëÿ ïðèíöèïà ïðîäîëæåíèÿ â òåîðèè èíòåð-
âàëüíûõ ñðåäíèõ. Äàæå èç äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ çàäà÷ ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèé áûëî âèäíî, ÷òî ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå
òðóäíîñòè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàëîñü íàéòè ýôôåêòèâíûå àë-
ãîðèòìû ðåøåíèÿ, è îíè ðàññìîòðåíû â êíèãå. Òåì íå ìåíåå
ýòà ïðîáëåìà îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé, îñîáåííî êîãäà èìååò ìå-
ñòî íåçàâèñèìîñòü ÿâëåíèé, è òðåáóåò ïîèñêà ñâîåãî ðåøåíèÿ
â äàëüíåéøåì.

Ïåðå÷èñëåííûå çäåñü ïðîáëåìû ñîñòàâëÿþò òîëüêî ìàëóþ
÷àñòü òåõ çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò ïîñëå ïðî÷òåíèÿ êíèãè è
òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû âûðàçèòü íàäåæäó, ÷òî êíè-
ãà áûëà èíòåðåñíà ÷èòàòåëþ, ÷òî îíà ÿâèëàñü îïðåäåëåííûì
òîë÷êîì äëÿ ïðîäîëæåíèÿ èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëàñòè, è
àâòîð áóäåò ðàä óñëûøàòü çàìå÷àíèÿ ïî åå ñîäåðæàíèþ.
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