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Ñîäåðæàíèå

1 Êëàñòåðèçàöèÿ

2 Ìåòîä k ñðåäíèõ

3 Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ (òàêñîíîìèÿ)

4 Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

5 EM-àëãîðèòì
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Êëàñòåðèçàöèÿ
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×òî äåëàòü ñ èíôîðìàöèåé?

�Information is not knowledge.�
- Albert Einstein
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Îáùåå îïðåäåëåíèå êëàñòåðèçàöèè
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Îáùåå îïðåäåëåíèå êëàñòåðèçàöèè
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Îáùåå îïðåäåëåíèå êëàñòåðèçàöèè

Àëãîðèòìû êëàñòåðèçàöèè ðàçáèâàþò çàäàííîå ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ íà ãðóïïû (êëàñòåðû), â îäíîì êëàñòåðå
ðàçìåùàÿ áëèçêèå, à â ðàçíûõ � äàëåêèå ïî ñâîèì
õàðàêòåðèñòèêàì îáúåêòû.
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Öåëè êëàñòåðèçàöèè

Óïðîñòèòü äàëüíåéøóþ îáðàáîòêó äàííûõ, ðàçáèòü
ìíîæåñòâî îáúåêòîâ íà ãðóïïû ñõîæèõ îáúåêòîâ
÷òîáû ðàáîòàòü ñ êàæäîé ãðóïïîé â îòäåëüíîñòè
(çàäà÷è êëàññèôèêàöèè, ðåãðåññèè, ïðîãíîçèðîâàíèÿ).

Ñîêðàòèòü îáúåì õðàíèìûõ äàííûõ, îñòàâèâ ïî
îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ îò êàæäîãî êëàñòåðà (çàäà÷è
ñæàòèÿ äàííûõ).

Âûäåëèòü íåòèïè÷íûå îáúåêòû, êîòîðûå íå ïîäõîäÿò
íè ê îäíîìó èç êëàñòåðîâ (çàäà÷è îäíîêëàññîâîé
êëàññèôèêàöèè).

Ïîñòðîèòü èåðàðõèþ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ (çàäà÷è
òàêñîíîìèè).
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Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð
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Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð
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Òèïû êëàñòåðíûõ ñòðóêòóð

Êàæäûé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè èìååò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ
è âûäåëÿåò êëàñòåðû ëèøü íåêîòîðûõ òèïîâ.

Ïîíÿòèå �òèï êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû� çàâèñèò îò
ìåòîäà è òàêæå íå èìååò ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ.
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Ïðîáëåìà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê âûáîðó ìåòðèêè

Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò íîðìèðîâêè ïðèçíàêîâ: A -
æåíùèíû, B - ìóæ÷èíû

ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè (ñæàëè îñü �âåñ� âäâîå)
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Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Åñòü íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ X = {x1, ..., xn} è ôóíêöèÿ
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèìåðàìè.
Òðåáóåòñÿ ðàçáèòü X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
(êëàñòåðû) òàê, ÷òîáû êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿëî èç
ïîõîæèõ îáúåêòîâ, à îáúåêòû ðàçíûõ ïîäìíîæåñòâ
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àëèñü.



Êëàñòåðèçàöèÿ Ìåòîä k ñðåäíèõ Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ PCA EM-àëãîðèòì

Ìåòîä k ñðåäíèõ
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Ìåòîä k ñðåäíèõ (k means) (íà÷àëî)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî îáúåêòîâ óæå ðàçáèòî
íåêîòîðûì îáðàçîì íà K ãðóïï (êëàñòåðîâ) è çíà÷åíèå
C (i) ðàâíî íîìåðó ãðóïïû, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò i -é
îáúåêò.
Îáîçíà÷èì mk öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ k-ìó êëàñòåðó:

mk =
1

Nk

∑
xi∈Ck

xi , k = 1, ...,K

Öåëü:

min
C ,mk

n∑
i=1

ρ(xi ,mk)
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Àëãîðèòì k ñðåäíèõ (ôîðìàëüíî)

1 Ñëó÷àéíî ðàçáèâàåì îáúåêòû íà K êëàñòåðîâ.

2 Âû÷èñëÿåì öåíòðû òÿæåñòè mk êëàñòåðîâ.

3 Âû÷èñëÿåì ðàññòîÿíèÿ ρ(xi ,mk) îò òî÷êè xi äî âñåõ
mk . Åñëè ρ(xi ,mj) = mink=1,..,K ρ(xi ,mk), òî xi ∈ Cj .

4 Øàã 3 ïîâòîðÿåì äëÿ âñåõ îáúåêòîâ xi , i = 1, ..., n.

5 Åñëè õîòÿ áû îäèí êëàñòåð Ck èçìåíèëñÿ, òî ïåðåõîä
íà Øàã 2, èíà÷å Çàâåðøåíèå.
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Ïðèìåð àëãîðèòìà k ñðåäíèõ (1)

3 êëàññà:
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Ïðèìåð àëãîðèòìà k ñðåäíèõ (2)

Øàã 1. Ðåøàåì, ñêîëüêî êëàñòåðîâ (ïóñòü 3)
Øàã 2. Ñëó÷àéíî âûáèðàåì òðè öåíòðà êëàñòåðîâ
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Ïðèìåð àëãîðèòìà k ñðåäíèõ (3)

Øàã 3. Âûáèðàåì ìåòðèêó ðàññòîÿíèÿ
Øàã 4. Êàæäóþ òî÷êó îòíîñèì ê òîìó êëàñòåðó, öåíòð
êîòîðîãî áëèæå
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Ïðèìåð àëãîðèòìà k ñðåäíèõ (4)

Øàã 5. Ïåðåñ÷èòûâàåì öåíòðû êëàñòåðîâ, èñïîëüçóÿ íîâîå
ðàçäåëåíèå òî÷åê
Øàã 6. Ïîâòîðÿåì Øàã 4 è Øàã 5, ïîêà íå êëàñòåðû íå
áóäóò ìåíÿòüñÿ
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Ïðèìåð àëãîðèòìà k ñðåäíèõ (5)

Ïîâòîðÿåì Øàã. 4 - ïåðåðàñïðåäåëÿåì òî÷êè
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Ïðèìåð àëãîðèòìà k ñðåäíèõ (6)

Ïîâòîðÿåì Øàã. 5 - ïåðåñ÷èòûâàåì öåíòðû êëàñòåðîâ
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Ïðèìåð àëãîðèòìà k ñðåäíèõ (7)

Ïîâòîðÿåì Øàã. 4 - ïåðåðàñïðåäåëÿåì òî÷êè
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (1)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (2)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (3)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (4)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (5)
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Ïðèìåð àëãîðèòìà (6)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (7)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (8)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (9)
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Åùå îäèí ïðèìåð àëãîðèòìà (10)
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Íåäîñòàòêè àëãîðèòìà k ñðåäíèõ

1 Íå ãàðàíòèðóåòñÿ äîñòèæåíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà
ñóììàðíîãî êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ, à òîëüêî
îäíîãî èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

2 Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò âûáîðà èñõîäíûõ öåíòðîâ
êëàñòåðîâ, èõ îïòèìàëüíûé âûáîð íåèçâåñòåí.

3 ×èñëî êëàñòåðîâ íàäî çíàòü çàðàíåå.
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Óñòðàíåíèå íåäîñòàòêîâ àëãîðèòìà k ñðåäíèõ

1 Íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ êëàñòåðèçàöèé; âûáîð ëó÷øåé
ïî ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà.

2 Ïîñòåïåííîå íàðàùèâàíèå ÷èñëà êëàñòåðîâ k.
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Ìåòîä ìåäîèäîâ (K-medoids)

Âìåñòî öåíòðîâ òÿæåñòè â êàæäîì êëàñòåðå
âû÷èñëÿåòñÿ ìåäîèä.

Ìåäîèä - ýòî îáúåêò ìíîæåñòâà äàííûõ èëè
êëàñòåðà, äëÿ êîòîðîãî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå äî äðóãèõ
îáúåêòîâ ìèíèìàëüíà.

Àëãîðèòì ïåðåñòàíîâêè îáúåêòîâ èç êëàñòåðà â
êëàñòåð àíàëîãè÷åí àëãîðèòìó k ñðåäíèõ.

Òàê êàê ìåäîèä - ýòî îáúåêò, òî äîñòàòî÷íî çíàòü
ìàòðèöó ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè
(ïðåèìóùåñòâî).
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Ìåòîä ìåäîèäîâ (ïðèìåð)
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Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ
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Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ (òàêñîíîìèÿ)

Îñíîâíàÿ èäåÿ: êëàñòåðû íà áîëåå íèçêîì óðîâíå
ïîëó÷àþòñÿ äðîáëåíèåì êëàñòåðîâ íà áîëåå âûñîêîì
óðîâíå.

Â âåðøèíå êëàññèôèêàöèè èìååòñÿ îäèí êëàñòåð,
âêëþ÷àþùèé âñå îáúåêòû.

Íà íèçøåì óðîâíå èìååòñÿ n êëàñòåðîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ âêëþ÷àåò îäèí îáúåêò.

Òàêèå èåðàðõè÷åñêèå ñòðóêòóðû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü
â âèäå êîðíåâûõ äåðåâüåâ (äåíäðîãðàìì).
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Ïðåèìóùåñòâî àëãîðèòìà èåðàðõè÷åñêîé

êëàñòåðèçàöèè

Àëãîðèòìàì èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè íå íóæíî
íà âõîä ïîäàâàòü êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ.

Èìåÿ äåíäðîãðàììó, ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ñàì
îáðåçàòü åå íà íóæíîì óðîâíå, ïîëó÷èâ íåêîòîðîå
êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ.
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Àãëîìåðàòèâíûå ìåòîäû èëè ìåòîäû �ñíèçó

ââåðõ�

Ïîñëåäîâàòåëüíîå îáúåäèíåíèå èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ è
ñîîòâåòñòâóþùèå óìåíüøåíèåì ÷èñëà êëàñòåðîâ.

Ñíà÷àëà âñå îáúåêòû ÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûìè
êëàñòåðàìè.

Íà ïåðâîì øàãå íàèáîëåå ïîõîæèå îáúåêòû
îáúåäèíÿþòñÿ â êëàñòåð.

Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ îáúåäèíåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà âñå îáúåêòû íå áóäóò ñîñòàâëÿòü îäèí
êëàñòåð.
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Àãëîìåðàòèâíûå ìåòîäû èëè ìåòîäû �ñíèçó

ââåðõ�
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Àãëîìåðàòèâíûå ìåòîäû èëè ìåòîäû �ñíèçó

ââåðõ�

Àëãîðèòì CURE (Clustering Using REpresentatives)

Âûïîëíÿåò èåðàðõè÷åñêóþ êëàñòåðèçàöèþ ñ

èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà îïðåäåëÿþùèõ òî÷åê äëÿ

îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà â êëàñòåð

Íàçíà÷åíèå: êëàñòåðèçàöèÿ î÷åíü áîëüøèõ íàáîðîâ

÷èñëîâûõ äàííûõ

Îãðàíè÷åíèÿ: ýôôåêòèâåí äëÿ äàííûõ íèçêîé

ðàçìåðíîñòè, ðàáîòàåò òîëüêî íà ÷èñëîâûõ äàííûõ

Äîñòîèíñòâà: âûïîëíÿåò êëàñòåðèçàöèþ íà âûñîêîì

óðîâíå äàæå ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ, âûäåëÿåò

êëàñòåðû ñëîæíîé ôîðìû è ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ
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Èëëþñòðàöèÿ àãëîìåðàòèâíîãî ìåòîäà (1)

Âíà÷àëå êàæäûé îáúåêò â ñâîåì êëàñòåðå
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Èëëþñòðàöèÿ àãëîìåðàòèâíîãî ìåòîäà (2)

Îáúåäèíÿåì äâà áëèæàéøèõ êëàñòåðà
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Èëëþñòðàöèÿ àãëîìåðàòèâíîãî ìåòîäà (3)

Îáúåäèíÿåì ñëåäóþùèå äâà áëèæàéøèõ êëàñòåðà
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Èëëþñòðàöèÿ àãëîìåðàòèâíîãî ìåòîäà (4)

Ñíîâà îáúåäèíÿåì ñëåäóþùèå äâà áëèæàéøèõ êëàñòåðà
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Èëëþñòðàöèÿ àãëîìåðàòèâíîãî ìåòîäà (5)

Ñíîâà îáúåäèíÿåì ñëåäóþùèå äâà áëèæàéøèõ êëàñòåðà
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Èëëþñòðàöèÿ àãëîìåðàòèâíîãî ìåòîäà (6)

È çàâåðøàåì îáúåäèíåíèå
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Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëàñòåðàìè (1)
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Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êëàñòåðàìè (2)

1 Ðàññòîÿíèå áëèæàéøåãî ñîñåäà:
D(Ci ,Cj) = min{ρ(x, z) | x ∈Ci , z ∈Cj}

2 Ðàññòîÿíèå äàëüíåãî ñîñåäà:
D(Ci ,Cj) = max{ρ(x, z) | x ∈Ci , z ∈Cj}

3 Ãðóïïîâîå ñðåäíåå ðàññòîÿíèå:

D(Ci ,Cj) =
1

|Ci ||Cj |
∑
x∈Ci

∑
z∈Cj

ρ(x, z)
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Ðàçäåëÿþùèå (äèâèçèâíûå) ìåòîäû �ñâåðõó

âíèç�

Äåðåâî ñòðîèòñÿ â íàïðàâëåíèè îò êîðíÿ ê ëèñòüÿì.

Îäèí èç ïîäõîäîâ:

1 Íà ïåðâîì øàãå êî ìíîæåñòâó îáúåêòîâ ïðèìåíèì
êàêîé-ëèáî àëãîðèòì (öåíòðîâ òÿæåñòè, ìåäîèäîâ),
ðàçáèâàþùèé ýòî ìíîæåñòâî íà äâà êëàñòåðà.

2 Çàòåì ðàçîáúåì êàæäûé èç ïîëó÷åííûõ êëàñòåðîâ è ò.
ä.
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Ðàçäåëÿþùèå (äèâèçèâíûå) ìåòîäû �ñâåðõó

âíèç�

Àëãîðèòì BIRCH (Balanced Iterative Reducing and
Clustering using Hierarchies).

Ïðåäóñìîòðåí äâóõýòàïíûé ïðîöåññ êëàñòåðèçàöèè.

Íàçíà÷åíèå: êëàñòåðèçàöèÿ î÷åíü áîëüøèõ íàáîðîâ

÷èñëîâûõ äàííûõ.

Îãðàíè÷åíèÿ: ðàáîòà ñ òîëüêî ÷èñëîâûìè äàííûìè.

Äîñòîèíñòâà: äâóõñòóïåí÷àòàÿ êëàñòåðèçàöèÿ,

êëàñòåðèçàöèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ äàííûõ.



Êëàñòåðèçàöèÿ Ìåòîä k ñðåäíèõ Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ PCA EM-àëãîðèòì

Ðàçäåëÿþùèå (äèâèçèâíûå) ìåòîäû �ñâåðõó

âíèç�

Àëãîðèòì MST (Algorithm based on Minimum Spanning
Trees).

Íàçíà÷åíèå: êëàñòåðèçàöèÿ áîëüøèõ íàáîðîâ

ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ.

Äîñòîèíñòâà: âûäåëÿåò êëàñòåðû ïðîèçâîëüíîé

ôîðìû, â ò.÷. êëàñòåðû âûïóêëîé è âïóêëîé ôîðìû.
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Åùå îäèí èíòåðåñíûé äèâèçèâíûé ìåòîä (äâà

êëàññà R è S)

1 Íàéäåì â R îáúåêò, äëÿ êîòîðîãî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå
äî âñåõ îñòàëüíûõ îáúåêòîâ ìàêñèìàëüíî. Îáîçíà÷èì
åãî x1 = argi maxj=1,...,n ρ(xi , xj).

2 Óäàëèì ýòîò îáúåêò x1 èç R è ïîìåñòèì â S.

3 Ñðåäè îñòàâøèõñÿ îáúåêòîâ â R, íàéäåì îáúåêò, äëÿ
êîòîðîãî ðàçíîñòü ñðåäíèõ ðàññòîÿíèé äî âñåõ
îñòàëüíûõ îáúåêòîâ ìåæäó R è S ìàêñèìàëüíà.
Îáîçíà÷èì åãî x2.

4 Óäàëèì ýòîò îáúåêò x2 èç R è ïîìåñòèì â S.

5 Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ïîêà ðàçíîñòü ñðåäíèõ
ðàññòîÿíèé îò îáúåêòà äî îáúåêòîâ ìåæäó R è S
ïîëîæèòåëüíà.
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PCA
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (PCA)

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (principal component analysis,
PCA) - îäèí èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü
äàííûõ, ïîòåðÿâ íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè.

Êàðë Ïèðñîí
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò - ïðåäïîñûëêè

Ïðîåêöèè äàííûõ íà îñè êîîðäèíàò:

íåêîòîðûå ïðîåêöèè áîëåå èíôîðìàòèâíû, ÷åì äðóãèå

â òî âðåìÿ, êàê ïðîåêöèè ðàçëè÷àþòñÿ, îáúåêòû â
èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè

îáû÷íî íåêîòîðûå ïðîåêöèè èçáûòî÷íû

íà íåêîòîðûõ ïðîåêöèÿõ øóì íå ñèëüíî âëèÿåò

ìåíüøå ðàçìåðíîñòü çàäà÷è - ïðîùå åå ðåøåíèå
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò - ïðåäïîñûëêè



Êëàñòåðèçàöèÿ Ìåòîä k ñðåäíèõ Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ PCA EM-àëãîðèòì

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò - ïðåäïîñûëêè
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (ïðèìåð)
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (ïðèìåð)
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (ïðèìåð)
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (ïðèìåð)

Y ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì, äëÿ êëàñòåðèçàöèè äîñòàòî÷íî X
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (äðóãîé ïðèìåð)

Çäåñü íå î÷åâèäíî, êàêàÿ ïðîåêöèÿ ëó÷øå!
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (äðóãîé ïðèìåð)

Íåò ïðîåêöèè, êîòîðàÿ áû ïîçâîëèëà ðàçäåëèòü äàííûå
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Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (äðóãîé ïðèìåð)

Îäíàêî, åñëè ïðîåöèðîâàòü äàííûå íà ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

äâóõ îñåé, òî ýòî ìîæåò ñðàáîòàòü ëó÷øå



Êëàñòåðèçàöèÿ Ìåòîä k ñðåäíèõ Èåðàðõè÷åñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ PCA EM-àëãîðèòì

Èäåÿ ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò (áîëåå

ôîðìàëüíî)

Ïóñòü äàíî èñõîäíîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
X = {x1, ..., xn}, xi ∈ Rm ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Ln.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ïîçâîëÿåò
ïåðåéòè ê áàçèñó ïðîñòðàíñòâà LK (K ≤ n), òàêîìó
÷òî:

Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà (ïåðâûé âåêòîð áàçèñà)
ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ, âäîëü êîòîðîãî äèñïåðñèÿ
âåêòîðîâ èñõîäíîãî íàáîðà ìàêñèìàëüíà.

Íàïðàâëåíèå âòîðîé êîìïîíåíòû (âòîðîãî âåêòîðà
áàçèñà) âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äèñïåðñèÿ
èñõîäíûõ âåêòîðîâ âäîëü íåãî áûëà ìàêñèìàëüíîé
ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè ïåðâîìó âåêòîðó áàçèñà.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå âåêòîðû áàçèñà.
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Èäåÿ ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò (áîëåå

ôîðìàëüíî)

Â ðåçóëüòàòå, íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ áàçèñà âûáðàíû
òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü äèñïåðñèþ
èñõîäíîãî íàáîðà âäîëü ïåðâûõ êîìïîíåíò,
íàçûâàåìûõ ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè (èëè
ãëàâíûìè îñÿìè).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îñíîâíàÿ èçìåí÷èâîñòü âåêòîðîâ
èñõîäíîãî íàáîðà âåêòîðîâ ïðåäñòàâëåíà íåñêîëüêèìè
ïåðâûìè êîìïîíåíòàìè, è ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü,
îòáðîñèâ îñòàâøèåñÿ (ìåíåå ñóùåñòâåííûå)
êîìïîíåíòû, ïåðåéòè ê ïðîñòðàíñòâó ìåíüøåé
ðàçìåðíîñòè.
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Àëãîðèòì ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Íà÷íåì ñ K = 1: íàäî íàéòè âåêòîð u1 òàêîé, ÷òî
uT
1 u1 = 1, äëÿ êîòîðîãî ìàêñèìèçèðóåòñÿ äèñïåðñèÿ â

ïðîåêöèè

1

n

n∑
i=1

(
uT
1 xi − uT

1 x
)2

= uT
1 Su1,

x =
1

n

n∑
i=1

xi , S =
1

n

n∑
i=1

(xi − x) (xi − x)T

Òî åñòü çàäà÷à - ìàêñèìèçèðîâàòü uT
1 Su1 ñ

îãðàíè÷åíèåì uT
1 u1 = 1.
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Àëãîðèòì ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Ìàêñèìèçèðîâàòü uT
1 Su1 ïðè îãðàíè÷åíèè uT

1 u1 = 1

Èñïîëüçóåì ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

uT
1 Su1 + λ1

(
1− uT

1 u1

)
Ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, êîãäà

Su1 = λ1u1, ò.å. λ1 = uT
1 Su1

Â èòîãå: u1 ñîáñòâåííûé âåêòîð S ñ ìàêñèìàëüíûì
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ1

Äàëåå òî æå ñàìîå: u2 - âòîðîé ñîáñòâåííûé âåêòîð è
ò.ä.
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Àëãîðèòì ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìèíèìèçèðóåì îøèáêó

Ââåäåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {uj}, uT
i uj = δij

Âåêòîðû ðàñêëàäûâàþòñÿ òîãäà êàê

xk =
n∑

i=1

(
xTk ui

)
ui

àïïðîêñèìèðóåì âåêòîð

x̃k =
K∑
i=1

zkiui+
m∑

i=K+1

biui

ãäå bi äëÿ âñåõ îäèíàêîâûå (ïîâîðîò è ñìåùåíèå
ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè K )
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Àëãîðèòì ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Aïïðîêñèìèðóåì âåêòîð

x̃k =
K∑
i=1

zkiui+
m∑

i=K+1

biui

îïòèìèçèðóåì â èòîãå

J =
1

n

n∑
k=1

‖xk − x̃k‖

Âçÿâ ïðîèçâîäíûå ïî zkj , ïîëó÷èì zkj = xTk uj

Ïî bj : bj = xTuj
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Àëãîðèòì ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Âçÿâ ïðîèçâîäíûå ïî zkj , ïîëó÷èì zkj = xTk uj , ïî bj :
bj = xTuj

Â èòîãå ïîëó÷àåì

J =
1

n

n∑
k=1

m∑
i=K+1

(
xTk ui − xTui

)2
=

m∑
i=K+1

uT
i Sui

Îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ui äîëæíû áûòü ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè S, òî æå ñàìîå.
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Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Ñèíãóëÿðíûì èëè SVD-ðàçëîæåíèåì (singular
value decomposition) ìàòðèöû X ðàçìåðà n ×m
íàçûâàåòñÿ åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

X︸︷︷︸
n×m

= U︸︷︷︸
n×d

× D︸︷︷︸
d×d

× VT︸︷︷︸
d×d

U - ìàòðèöà ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè ñòîëáöàìè

(UTU = 1)
V - îðòîãîíàëüíàÿ d × d ìàòðèöà (VT = V−1)
D = diag(σ1, .., σd) - ñèíãóëÿðíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû X
Ñòîëáöû U - ëåâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû

Ñòîëáöû V - ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû

Ñòîëáöû u1, ..,ud ìàòðèöû U ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà

ñòîëáöû x1, x2, ..., xd ìàòðèöû X
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Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Êàê σ1, σ2, ..., σd çàâèñÿò îò äàííûõ?

Âûáîðî÷íàÿ ìàòðèöà êîâàðèàöèé ðàâíà S = XTX/n.
Îòñþäà

S =
1

n
XTX =

1

n
VDUTUDVT = VD2VT/n

Èòàê, ñòîëáöû v1, v2, ..., vd ìàòðèöû V ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ñîáñòâåííûé áàçèñ ìàòðèöû êîâàðèàöèé S

σ2
j /n - ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû

Âåêòîðû vj íàçûâàþòñÿ òàêæå ãëàâíûìè (èëè
îñíîâíûìè) êîìïîíåíòàìè (principal components)
äëÿ äàííûõ X.
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Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Ïóñòü zj = Xvj

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

Var(zj) = Var(Xvj) = σ2
j /n, zj = Xvj = σ2

j uj

Ïåðâàÿ ãëàâíàÿ êîìïîíåíòà u1 îáëàäàåò òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî z1 èìååò ìàêñèìàëüíóþ äèñïåðñèþ
ñðåäè âñåõ íîðìèðîâàííûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
ñòîëáöîâ ìàòðèöû X.

Âåêòîð uj âûáðàí ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ
u1, ...,uj−1 òàê, ÷òî zj èìååò ìàêñèìàëüíóþ
äèñïåðñèþ.

Âåêòîð zd èìååò ìèíèìàëüíóþ äèñïåðñèþ.
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EM-àëãîðèòì
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Àëãîðèòì Expectation�Maximization

Äâå ìîíåòû A è B ñ íåèçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòÿìè
îðëà θA è θB

Îöåíèòü θ = (θA, θB)

Ìåòîä 1:

5 ðàç ñëó÷àéíî âûáèðàåì ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ îäíó
èç ìîíåò è 10 ðàç åå êèäàåì

Íàêàïëèâàåì x = (x1, .., x5) è z = (z1, .., z5),
xi ∈ {1, ..., 10} - # îðëîâ â i -îì âûáîðå, zi ∈ {A,B}.
Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ:

θ̂A =
# îðëîâ ó ìîíåòû A

îáùåå # áðîñàíèé A
, θ̂B =

# îðëîâ ó ìîíåòû B

îáùåå # áðîñàíèé B
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EM àëãîðèòì
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EM àëãîðèòì - Ìåòîä 2

1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå çíàåì zi ∈ {A,B}
2 Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå θ̂(0) = (θ̂

(0)
A , θ̂

(0)
B )

3 Îïðåäåëÿåì äëÿ êàæäîãî èç ïÿòè ìíîæåñòâ, ìîíåòà A
èëè B áûëà íàèáîëåå âåðîÿòíà, èñïîëüçóÿ θ̂(t)

(E-øàã)

4 Îïðåäåëèâ Pr{A} è Pr{B}, âû÷èñëÿåì îöåíêó

ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ̂(t+1) (M-øàã)

5 Âñå ðåêóðñèâíî ïîâòîðÿåòñÿ ñ Øàãà 3
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EM àëãîðèòì (E-øàã)

Pr{Z1 = A | X1 = x1, θ = θ̂(0)} =
Pr{X1 = x1,Z1 = A | θ̂(0)}

Pr{X1 = x1 | θ̂(0)}

=

(
θ̂
(0)
A

)x1 (
1− θ̂(0)A

)10−x1
(
θ̂
(0)
A

)x1 (
1− θ̂(0)A

)10−x1
+
(
θ̂
(0)
B

)x1 (
1− θ̂(0)B

)10−x1
E{# îðëîâ ó A | X1 = x1, θ̂

(0)} = x1 · Pr{Z1 = A | x1, θ̂(0)}
E{# îðëîâ ó B | X1 = x1, θ̂

(0)} = x1 · Pr{Z1 = B | x1, θ̂(0)}

E{# îðëîâ ó A | θ̂(0)} =
5∑

i=1

E{# îðëîâ ó A | Xi = xi , θ̂
(0)}
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EM àëãîðèòì (M-øàã)

θ̂
(1)
A =

E{# îðëîâ ó A | θ̂(0)}
E{# îðëîâ ó A | θ̂(0)}+ E{# ðåøåê ó A | θ̂(0)}

θ̂
(1)
B =

E{# îðëîâ ó B | θ̂(0)}
E{# îðëîâ ó B | θ̂(0)}+ E{# ðåøåê ó B | θ̂(0)}
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EM àëãîðèòì
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Àëãîðèòì Expectation�maximization (EM

àëãîðèòì)
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EM àëãîðèòì - ïîñòàíîâêà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííûå â êëàñòåðàõ èìåþò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Êàæäûé êëàñòåð (òî÷íåå åãî íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå) õàðàêòåðèçóåòñÿ

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì mi , i = 1, ...,K
äèñïåðñèåé σ2k

Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñòåïåíü ïðèíàäëåæíîñòè γik
òîãî, ÷òî i -é îáúåêò ïðèíàäëåæèò k-é êîìïîíåíòå
ñìåñè èëè k-ìó êëàñòåðó.

Êëàñòåð k0 = arg maxk=1,...,K γik
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EM àëãîðèòì - âåðîÿòíîñòíàÿ îñíîâà

Âåðîÿòíîñòü ëþáîé òî÷êè x ðàâíà (ñìåñü íîðìàëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé)

p(x) =
K∑

k=1

δkpXk
(x), δk = Pr{Y = k}

pXk
(x) = N (x,mk , σk) = ϕ(x,mk , σk) =

=
1

σk
√

2π
exp

(
−(x−mk)2

σ2
k

)
,

Íåîáõîäèìî ïî âûáîðêå x1, ..., xn âîññòàíîâèòü
m1, ...,mK è σ1, ..., σK è δ1, ..., δK
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Îæèäàíèå � Expectation øàã â EM àëãîðèòìå

Åñëè ïàðàìåòðû m1, ...,mK è σ1, ..., σK è δ1, ..., δK
èçâåñòíû, òî àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè:

γik = Pr{k | xi} =
Pr{k} · p (xi | k)

p (xi)
=

δk · ϕ(xi ,mk , σk)∑K
j=1 δj · ϕ(xi ,mj , σj)

i = 1, ..., n, k = 1, ...,K .
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Ìàêñèìèçàöèÿ � Maximization øàã â EM

àëãîðèòìå

Åñëè çíàåì àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè γik , òî ìîæíî
îöåíèòü ïàðàìåòðû m1, ...,mK è σ1, ..., σK è δ1, ..., δK :

mk =
1

ζk

∑n
i=1γikxi , σ

2
k =

1

ζk

∑n
i=1γik (xi −mk)2 ,

δk =
1

n

∑n
i=1γik , ζk =

∑n
i=1γik

Â ñëó÷àå ñìåñè d-ìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ïåðåñ÷åòà
ìàòðèöû êîâàðèàöèè èñïîëüçóåì ôîðìóëó:

Σk =
1

ζk

∑n
i=1γik (xi −mk) (xi −mk)T , k = 1, ...,K
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EM àëãîðèòì (ñàì)

EM-àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â èòåðàöèîííîì ïîâòîðåíèè
Expectation è Maximization øàãîâ.

1 Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå m1, ...,mK è σ1, ..., σK è
δ1, ..., δK

2 E-øàã (Expectation)

3 M-øàã (Maximization)

4 Êëàñòåð k0 = arg maxk=1,...,K γik
5 Ïåðåõîä íà Øàã 2 ïîêà k0 íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ
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Îñíîâíûå îòëè÷èÿ EM-àëãîðèòìà îò k-means

1 EM: ìÿãêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ: γik = P{xi ∈ Ck}
k-means: æåñòêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ: γik = [xi ∈ Ck ]

2 EM: ôîðìà êëàñòåðîâ ýëëèïòè÷åñêàÿ, íàñòðàèâàåìàÿ
k-means: ôîðìà êëàñòåðîâ æåñòêî îïðåäåëÿåòñÿ
ìåòðèêîé ρ
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ â R

Ïàêåò stats, ôóíêöèÿ kmeans

Ïàêåò amap, ôóíêöèÿ Kmeans

Ïàêåò Ckmeans.1d.dp, ôóíêöèÿ Ckmeans.1d.dp
(äëÿ îäíîìåðíûõ äàííûõ)

Ïàêåò cluster, ôóíêöèÿ clara (óíèâåðñàëüíàÿ)

Ïàêåò EMCluster, ôóíêöèÿ emcluster (EM àëãîðèòì)
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Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ â R

Ïàêåò labdsv, ôóíêöèÿ princomp (PCA)

Ïàêåò Rsafd, ôóíêöèÿ prcomp (PCA)

Ïàêåò labdsv, ôóíêöèÿ pca (PCA)
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Âîïðîñû

?
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