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Î ìàøèíå îïîðíûõ âåêòîðîâ

�New methods always look better than old ones.
Neural nets are better than logistic regression,

support vector machines are better than neural nets, etc.�
- Brad Efron



Íåìíîãî èñòîðèè

Ïåðâûå èäåè ìåòîäà áûëè ïðåäëîæåíû åùå â 1950-å
ãîäû.

Ìåòîä áûë ñîçäàí íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè
îáó÷åíèÿ

Ìåòîä ñòàë èçâåñòåí è ïîïóëÿðåí ïîñëå
çàìå÷àòåëüíîé ñòàòüè (Âàïíèê è äð.) â 1992 ã.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ.

Ìåòîä òàêæå áûë ìîäèôèöèðîâàí äëÿ çàäà÷
ðåãðåññèè.



×òî ìû õîòèì?

Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ ðåøàåò çàäà÷ó
êëàññèôèêàöèè.

Êàæäûé ýëåìåíò äàííûõ - òî÷êà â m�ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå Rm.

Ôîðìàëüíî: åñòü òî÷êè xi , i = 1, ...,m, ó òî÷åê åñòü
ìåòêè yi ∈ {−1,+1}.

Ìîæíî ëè ðàçäåëèòü äàííûå ãèïåðïëîñêîñòüþ è êàêàÿ

îíà?



Êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ

g(x) = wTx + b - ëèíåéíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ
(ãèïåðïëîñêîñòü)
g(x1, ..., xm) =

∑m
i=1 wixi + b



Êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ (îäèí èç âàðèàíòîâ)



Êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ (äðóãîé âàðèàíò)



Êëàññèôèêàöèÿ äàííûõ (åùå ìíîãî âàðèàíòîâ)



Êàêîé âàðèàíò îïòèìàëüíûé?

Îïòèìàëüíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü � ýòî
ãèïåðïëîñêîñòü, ìàêñèìèçèðóþùàÿ øèðèíó
ðàçäåëÿþùåé ïîëîñû è ëåæàùàÿ â ñåðåäèíå ýòîé
ïîëîñû.
Èíûìè ñëîâàìè, îïòèìàëüíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü ìàêñèìèçèðóåò çàçîð (margin) ìåæäó
ïëîñêîñòüþ è äàííûìè èç îáó÷àþùåé âûáîðêè.
Åñëè êëàññû ëèíåéíî ðàçäåëèìû è êàæäûé ñîäåðæèò íå
ìåíåå îäíîãî ýëåìåíòà, òî îïòèìàëüíàÿ ðàçäåëÿþùàÿ
ãèïåðïëîñêîñòü åäèíñòâåííà.



Ðàçäåëÿþùàÿ ïîëîñà



Êàêàÿ ïîëîñà ëó÷øå?



Êàê îïðåäåëèòü øèðèíó ïîëîñû?

Áåç äîêàçàòåëüñòâà:

M =
2

‖w‖
=

2

w 2
1 + w 2

2 + ... + w 2
m

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

2

‖w‖
→ max

w

ïðè óñëîâèè:

äëÿ yi = +1 : wTx + b ≥ 1
äëÿ yi = −1 : wTx + b ≤ −1



Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

‖w‖
2

=
1

2
(w 2

1 + w 2
2 + ... + w 2

m)→ min
w

ïðè óñëîâèè:
yi
(
wTx + b

)
≥ 1

Ýòî çàäà÷à êâàäðàòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ñ ëèíåéíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè!



Çàäà÷à îïòèìèçàöèè

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

L(x,w, b, α) =
1

2

m∑
i=1

w 2
i −

n∑
i=1

αi

(
yi
(
wTx + b

)
− 1
)

αi , i = 1, ..., n - ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà

∂L
∂b

= −
n∑

i=1

αiyi = 0,
∂L
∂wk

= wk−
n∑

i=1

αiyix
(k)
i = 0, k = 1, ...,m



Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à

Ïîäñòàâëÿÿ óñëîâèÿ ñåäëîâîé òî÷êè â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà,
ïîëó÷àåì äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó

max

(
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

αi ≥ 0, i = 1, ..., n,
n∑

i=1

αiyi = 0.

Ðàçäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ:

g(x) = wTx + b =
n∑

i=1

αix
T
i x + b



Äàííûå ëèíåéíî íå ðàçäåëèìû

Âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå ξi (íåîòðèöàòåëüíûå
îøèáêè) ìîãóò áûòü äîáàâëåíû.



Ïåðåôîðìóëèðîâàíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

‖w‖
2

=
1

2
(w 2

1 + w 2
2 + ... + w 2

m)→ min
w

ïðè óñëîâèè: yi
(
wTx + b

)
≥ 1, i = 1, ..., n.

⇓

‖w‖
2

+ C
n∑

i=1

ξi

ïðè óñëîâèè:

yi
(
wTx + b

)
≥ 1− ξi , ξi ≥ 0, i = 1, ..., n.

C - øòðàôíîé ïàðàìåòð



Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíî

íåðàçäåëèìûõ äàííûõ

max
α

(
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjx
T
i xj

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0 ≤ αi ≤ C , i = 1, ..., n,
n∑

i=1

αiyi = 0.

Ðàçäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ:

g(x) = wTx + b =
n∑

i=1

αix
T
i x + b



Ñëîæíûé ñëó÷àé

Êàê ïîñòðîèòü ðàçäåëèòåëüíóþ ïëîñêîñòü?



ßäðà è ñïðÿìëÿþùèå ïðîñòðàíñòâà

Íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà X â äðóãîå
áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, íàçûâàåìîå ñïðÿìëÿþùèì
ïðîñòðàíñòâîì, ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ Φ.



ßäðà è ñïðÿìëÿþùèå ïðîñòðàíñòâà



Ñïðÿìëÿþùèå ïðîñòðàíñòâà (ïðèìåð)

×òîáû â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè
(x1, x2) ðåøèòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé, íàäî ïåðåéòè â ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî:

(x1, x2, x1 · x2, x21 , x22 )

Åñëè ðåøèòü çàäà÷ó ëèíåéíîãî ðàçäåëåíèÿ â ýòîì
íîâîì ïðîñòðàíñòâå, òåì ñàìûì ðåøèòñÿ çàäà÷à
êâàäðàòè÷íîãî ðàçäåëåíèÿ â èñõîäíîì.
Îòîáðàæåíèå

ϕ : R2 → R5 : ϕ(x1, x2) = (x1, x2, x1 · x2, x21 , x22 )

Âåêòîð â R5 òåïåðü ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé
êðèâîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ â R2, à ôóíêöèÿ
êëàññèôèêàöèè âûãëÿäèò êàê

f (x) = sign (ϕ(w)ϕ(x)− b)



ßäðà è ñïðÿìëÿþùèå ïðîñòðàíñòâà

Ðàçäåëÿþùàÿ ïëîñêîñòü â ñïðåìëÿþùåì ïðîñòðàíñòâå:

g(x) =
n∑

i=1

αix
T
i x + b → g(x) =

n∑
i=1

αiϕ(xi)
Tϕ(x) + b

Ïðîèçâåäåíèå ϕ(xi)Tϕ(x) èãðàåò íåîáûêíîâåííóþ ðîëü.
ßäðî

K (xi , xj) = ϕ(xi)ϕ(xj).

The Kernel Trick!



Kernel Trick

Äàííûå îòîáðàæàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü èõ ëèíåéíî
ðàçäåëèìûìè.

Òàê êàê òîëüêî ïîòî÷å÷íîå ïðîèçâåäåíèå xTi xj
èñïîëüçóåòñÿ â äâîéñòâåííîé ôîðìå SVM, òî íåò
íåîáõîäèìîñòè ïðèäóìûâàòü òàêîå îòîáðàæåíèå ϕ(xi)
â ÿâíîì âèäå. Äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ÿäðî K (xi , xj)
èç îïðåäåëåííîãî êëàññà ÿäåð.



ßäðà è ñïðÿìëÿþùèå ïðîñòðàíñòâà



Íåáîëüøîå âèäåî

(SVMtrick1.mp4)


SVMtrick1.mp4
Media File (video/mp4)



Òèïîâûå ÿäðà

Ïðèìåðû íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ÿäåð:

1 Ëèíåéíîå: K (xi , xj) = xTi xj
2 Ïîëèíîìèàëüíîå: K (xi , xj) =

(
1 + xTi xj

)p
3 Ãàóññîâî (ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ):

K (xi , xj) = exp

(
−‖xi−xj‖2

2σ2

)
= exp

(
−

∑m
k=1(x

(k)
i −x

(k)
j )2

2σ2

)
4 Cèãìîèäàëüíàÿ (¾íåéðîííàÿ¿) ôóíêöèÿ:

K (xi , xj) = tanh
(
β0xTi xj + β1

)



Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ ëèíåéíî

íåðàçäåëèìûõ äàííûõ

max
α

(
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjK (xi , xj)

)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

0 ≤ αi ≤ C , i = 1, ..., n,
n∑

i=1

αiyi = 0.

Ðàçäåëÿþùàÿ ôóíêöèÿ:

g(x) =
n∑

i=1

αiK (xi , xj) + b



Àëãîðèòì SVM

1 Âûáðàòü ÿäðî K (xi , xj)

2 Âûáðàòü çíà÷åíèå øòðàôà C

3 Âûáðàòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ÿäðà (σ, p, β0,β1)

4 Ðåøèòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
(åñòü ìíîãî ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ) è ïîëó÷èòü
îïîðíûå âåêòîðû αi

5 Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùóþ ôóíêöèþ g , èñïîëüçóÿ
îïîðíûå âåêòîðû

6 Ïðîâåðèòü êà÷åñòâî êëàññèôèêàöèè, èñïîëüçóÿ
ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü (cross-validation)

7 Åñëè êà÷åñòâî íå óäîâëåòâîðÿåò, òî ïåðåõîä ê øàãó 2,
èíà÷å çàâåðøåíèå àëãîðèòìà.



Íåêîòîðûå ñîâåòû ïî âûáîðó ÿäðà è ïàðàìåòðîâ

Âûáîð ÿäðà: Ãàóññîâî èëè ïîëèíîìèàëüíîå

Âûáîð ïàðàìåòðà Ãàóññîâà ÿäðà σ:

ýâðèñòèêà: σ âûáèðàåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó
áëèæàøèìè òî÷êàìè â ðàçíûõ êëàññàõ
èñïîëüçóÿ ñêîëüçÿùèé êîíòðîëü â îáùåì ñëó÷àå



Ýìïèðè÷åñêèé ôóíêöèîíàë ðèñêà è SVM

Ýìïèðè÷åñêèé ôóíêöèîíàë ðèñêà:

Q(X ) =
1

n

∑n
i=1L(xi , yi).

Ôóíêöèÿ ïîòåðü ñïåöèàëüíîãî âèäà (ïåòëåâàÿ
ôóíêöèÿ - hinge-loss function):

L(xi , yi) = max (0, 1− yig(xi)) .

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ðèñêà:

1

n

∑n
i=1L(xi , yi) =

1

n

∑n
i=1 max (0, 1− yig(xi ,w, b))→ min

b,w

Íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à: èìååò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé, åñëè g íåëèíåéíàÿ (ìîæíî
ïðîâåñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî êðèâûõ ìåæäó òî÷êàìè
ðàçíûõ êëàññîâ)



Ýìïèðè÷åñêèé ôóíêöèîíàë ðèñêà è ñëàãàåìîå

Òèõîíîâà

Ðåãóëÿðèçàöèîííîå (ñãëàæèâàþùåå) ñëàãàåìîå Òèõîíîâà:

1

2
‖w‖2 +

1

n

∑n
i=1 max (0, 1− yig(xi ,w, b))→ min

b,w

Çàìåíÿåì ξi = max (0, 1− yig(xi ,w, b)) è ââîäèì øòðàô C

⇓
Çàäà÷à îïòèìèçàöèè:

1

2
‖w‖2 + C

∑n
i=1ξi → min

b,w

ïðè îãðàíè÷åíèè

1− yig(xi ,w, b) ≥ ξi , ξi ≥ 0, i = 1, ..., n



Âåðõíÿÿ ãðàíèöà îøèáêè

Èñïîëüçóåì ìåòîä ïåðåêðåñòíîãî êîíòðîëÿ ñ îäíèì
îòäåëÿåìûì ýëåìåíòîì (leave-one-out cross-validation,
LOO).

îøèáêà LOO ≤ êîëè÷åñòâî îïîðíûõ âåêòîðîâ

êîëè÷åñòâî îáó÷àþùèõ ïðèìåðîâ



Êëþ÷åâûå îñîáåííîñòè SVM

1 Ìàêñèìèçèðóåò îòñòóï ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìè è
îòðèöàòåëüíûìè îáúåêòàìè

2 Øòðàôóåò îøèáêè â ñëó÷àå íåðàçäåëèìîé âûáîðêè

3 Òîëüêî îïîðíûå âåêòîðû îïðåäåëÿþò ðåøåíèå

4 Îòîáðàæåíèå îáúåêòîâ ïðè ïîìîùè ÿäåð â íîâîå
íåëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî



Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè SVM

Ïðåèìóùåñòâà SVM:

Çàäà÷à âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âèäû
íåëèíåéíîñòè, èçìåíÿÿ ÿäðà èëè èõ ïàðàìåòðû.

Íåäîñòàòêè SVM:

Íåóñòîé÷èâîñòü ê øóìó.
Íåò îáùèõ ïîäõîäîâ ê îïòèìèçàöèè ÿäðà ïîä çàäà÷ó.
Ïðèõîäèòñÿ ïîäáèðàòü ïàðàìåòð C .
Íåò îòáîðà ïðèçíàêîâ.



Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ â R

https://cran.r-project.org/web/views/MachineLearning.html

Package `kernlab': ôóíêöèÿ: ksvm

Package `e1071': ôóíêöèÿ: svm

Package `wsvm': ôóíêöèÿ: wsvm

ñì. äåòàëüíîå îïèñàíèå ïàêåòîâ â A. Karatzoglou, D. Meyer,
K. Hornik �Support Vector Machines in R�.
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?


